
� Bases  Bi-Ortogonais

¨ Dada uma análise multiresolução ¼ Ì Vj Ì Vj+1 Ì ¼, a função de escala Φ Î V0 define uma base de Riesz :Φ0,kHtL = ΦHt - kL>
kÎZ

 

de V0. Em vez de ortonormalizar esta base, crie-se  uma base dual :Φ�
0,k

� HtL = Φ
� Jt - k

�N>
k
�

ÎZ
 i.e. tal que

(370)YΦ0,k, Φ
�

0,k
�] = ∆

k,k
�

¨ O espaço V
�

0 gerado pela base :Φ�
0,k

� HtL>
k
�

ÎZ
 faz agora parte de uma análise multiresolução ¼ Ì V

�
j Ì V

�
j+1 Ì ¼ com bases 

:Φ�
j,k

� HtL>
k
�

ÎZ
 duais das :Φ j,kHtL>

kÎZ
.

¨ Construa-se  agora uma sequência de sub-espaç os Wj Ì Vj+1 e W
�

j Ì V
�

j+1 com bases mútuamente ortogonais :Ψ j,kHtL>
kÎZ

  e 

:Ψ�
j,k

� HtL>
k
�

ÎZ
 tais que 

(371)ZΨ j,k, Ψ
�

j
�
,k
�^ = ∆

j, j
�  ∆

k.k
�

(372)Wj ¦V
�

j ; W
�

j ¦Vj ; Wj ¦W
�

j¢ H j ¹ j¢L
Obtemos a ssim a possibilidade de analisar e sintetizar um sinal na forma

(373)f  HtL = â
j,kÎZ

Y f , Ψ
�

j,k] Ψ j,k HtL

è Relações entre filtros

¨ Utilizando as respectivas equações de dilatação para ΦHtL e Φ
� HtL obtemos condições duais para as transformadas de Fourier dos 

filtros passa-baixos  e passa-banda  que permitem a reconstrução perfeita do sinal e a determinação de funções de escala e 
onduletas.

Equações de dilatação

(374)Φ HtL =
"#####2  â

kÎZ

hk Φ H2 t - kL ; Φ
�

 HtL =
"#####2  â

kÎZ

h
�

k Φ
�

 H2 t - kL

(375)F HΝL = ���������������
1

�!!!!!
2

 H K ����
Ν

2
O F K ����

Ν

2
O ; F

�
 HΝL = ���������������

1

�!!!!!
2

 H
�

 K ����
Ν

2
O F�  K ����

Ν

2
O

Equações de onduletas

(376)Ψ HtL =
"#####2  â

kÎZ

gk Φ H2 t - kL ; Ψ
�

 HtL =
"#####2  â

kÎZ

g
�

k Φ
�

 H2 t - kL

(377)Y HΝL = ���������������
1

�!!!!!
2

 G K ����
Ν

2
O F K ����

Ν

2
O ; Y

�
 HΝL = ���������������

1

�!!!!!
2

 G
�

 K ����
Ν

2
O F�  K ����

Ν

2
O

¨ As condições de ortogonalidade entre espaços Vj , V
�

j   e Wj , W
�

j  traduzem-se  então nas relações entre filtros em quadratura

(378)H
� HΝL H*HΝL+ H

� i
k
jjjjΝ + ����

1

2

y
{
zzzz H*i
k
jjjjΝ + ����

1

2

y
{
zzzz = 2

bem como 

379)
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Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

G
�

 HΝL G* HΝL+ G
�

 IΝ + ���
1
2
M G* IΝ + ���

1
2
M = 2

G
�

 HΝL H* HΝL+ G
�

 IΝ + ���
1
2
M H* IΝ + ���

1
2
M = 0

H
�

 HΝL G* HΝL+ H
�

 IΝ + ���
1
2
M G* IΝ + ���

1
2
M = 0

è Solução das equações de quadratura entre filtros

(6.9) GHΝL = -e-2 Π ä Ν H
� *i
k
jjjjΝ + ����

1

2

y
{
zzzz ; G

� HΝL = -e-2 Π ä Ν H*i
k
jjjjΝ + ����

1

2

y
{
zzzz,

(6.10) gk = H-1Lk h
�

1-k ; g
�

k = H-1Lk h1-k

Em geral, para onduletas com os primeiros p = 2 n momentos nulos (resp. p� = 2 n
�) deve-se  obter uma 

solução da forma

(380)HHΝL = Ie-Π i ΝMΚ  cosHΠ ΝLp+Κ  PHcosH2 Π ΝLL ; H
� HΝL = Ie-Π i ΝMΚ  cosHΠ ΝLp� +Κ  P

� HcosH2 Π ΝLL
onde Κ = 0, 1 dependendo do comprimento do filtro ser impar ou par, uma consequência de exigir 

simetria em torno de 0 entre os coeficientes hk para o caso ímpar (i.e. hk = h-k) ou simetria em torno de 

1 �2 para o caso par (i.e. hk = h1-k). Estas condições garantem que os filtros HHΝL e H
� HΝL são reais e 

polinomiais em z = Cos@ΝD. 
A substituição directa de (380) em  (378) permite calcular os coeficientes de filtro hk sem necessidade de 

usar factorização espectral como no caso Ortogonal. 

è Onduletas Biortogonais de Splines

No caso mais simples escolhemos P
� HCos@ΝDL = 1. Então

(381)H
�

 HΝL =

Ø≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤

cosHΠ ΝLp� Hp� = 2 n
�L

e- Π ä Ν cosHΠ ΝLp� Hp� = 2 n
�

+ 1L
Isto significa que Φ

� HtL é uma B-Spline  de ordem p� - 1,

(382)F
� HΝL = Ie- ä Ν MΚ ik

jjjj ������������������������
sinHΠ ΝL

Π Ν

y
{
zzzz
p�

=
i
kjjje

- Π ä ����
Ν

2
y
{zzz

Κ

 cos
i
kjjj ����������

Π Ν

2

y
{zzz
p� i
kjjje

-Π ä ����
Ν

2
y
{zzz

Κ

 

i

k
jjjjjjjjjj ��������������������������

sinJ ���������Π Ν

2
N

���������
Π Ν

2

y

{
zzzzzzzzzz
p�

= H
� i
kjjj ����

Ν

2

y
{zzz F

� i
kjjj ����

Ν

2

y
{zzz
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Obtém-se  assim com p = 2 n e p� = 2 n
�

HHΝL = cosHΠ ΝLp â
m=0

n+n�-1 i
kjjj

m+ n + n
�

- 1
m

y
{zzz sinHΠ ΝL2 m

ou com p = 2 n + 1 e p� = 2 n
�

+ 1

HHΝL = e- Π ä Ν cosHΠ ΝL2 n+1 â
m=0

n+n� i
kjjj

m+ n + n
�

m
y
{zzz sinHΠ ΝL2 m

Uma vez definidos os filtros os coeficientes hk podem ser determinados como os multiplicadores dos 

termos e-2 Π ä Ν da respectiva série.
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� Algoritmo  "à-trous"

Uma desvantagem do método multiresolução de Mallat e do correspondente algoritmo piramidal é que a 

decimação que se verifica no sinal impossibilita a construção de uma análise invariante por translacção, 

o que põe importantes problemas no processamento isotrópico de imagens e na restauração de sinais. 

A transformada contínua de onduletas é contudo tradicionalmente invariante, não só para translacções 

como para dilatações:

(383)

Wa,b TΤ f =Wa,b-Τ f

Wa,b Ds f = ����
1

s
 Wsa,sb f

Esta última propriedade torna a transformada de onduletas particularmente útil no estudo de sinais com 

uma grande hierarquia de estruturas, como o caso de fractais ou multifractais. A invariância de 

translacção garante que a análise é independente da origem escolhida para o sinal.

Para construir uma transformada de onduletas translacionalmente invariante vamos discretizar a 

transformada contínua na escala a = 2- j  mas não na translacção de imediato. Obtém-se  assim a fórmula 

(relembrando que Ψ
��

jHtL =
"#######

2 j  ΨI-2 j  tM)

(384)W j,b f =à
-¥

¥

f  HtL "#######2 j  Ψ I2 j  Ht - bLM â t = fø Ψ
��

j  HbL
Então, assumindo uma aproximação inicial do sinal com resolução máxima usando a função de escala 
ΦHtL

(385)S0,k =à
-¥

¥

f  HtL Φ Ht - kL â t = fø Φ
���

 HkL
podemos construir as aproximações e detalhes

(386)S j,k =à
-¥

¥

f  HtL "#######2 j  Φ I2 j  Ht - kLM â t = fø Φ
���

j  HkL

(387)W j,k =à
-¥

¥

f  HtL "#######2 j  Ψ I2 j  Ht - kLM â t = fø Ψ
��

j  HkL
Note-se  a diferença com o algoritmo piramidal multiresolução que corresponde a utilizar uma 

amostragem crítica de b = 2- j  k a cada escala.

No algoritmo "à-trous"  cada escala retém o mesmo número de amostras, ou seja não existe decimação 

das médias e dos detalhes. 

A análise multiresolução  dum sinal sJ,k com N = 2J amostras produz �����
N
2

 coeficientes de média sJ-1,k  

(decimação) uma vez que a convolução do sinal com os filtros hk e gk começa sempre nas amostras 

pares do sinal à escala anterior. 

(388)sJ-1,k = â
k¢ÎZ

hk¢  sJ,k¢+2 k

Começando na escala mais fina, podemos repetir a operação de filtragem começando com as amostras 

ímpares do sinal s�J,k = sJ,k+1, obtendo assim outros �����
N
2

 coeficientes s�J-1,k. Entrelaçando estes resultados 

N
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2

recuperamos um sinal de comprimento N onde

(389)SJ-1,k =

Ø≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤

sJ-1,k sek = par

s
�

J-1,k sek = ímpar

No nível seguinte a transformada das N amostras SJ-1,k produzirá outros N valores se entrarmos em 

conta com as decimações que se produziriam tanto no conjunto sJ-1,k como no conjunto s�J-1,k, que 

produziriam apenas �����
N
4

 coeficientes cada um. Temos assim que criar mais dois conjuntos de �����
N
4

 elementos 

usando o mesmo esquema de transladar o sinal SJ-1,k duas vezes para obter o sinal SJ-2,k  à escala 

seguinte. É por isso que ao contrário da multiresolução, as translações são aqui de bJ = 2J k para 

contrabalançar o entrelaçamento das transformadas.

Em termos de filtros a construção descrita do algoritmo "à-trous"  corresponde a criar, a partir do filtro hk, 

filtros hJ,k inserindo 2J - 1 zeros entre elementos sucessivos hk e hk+1, daí a designação do algoritmo. 

Utilizando as respectivas equações de dilatação para as funções de escala e onduletas podemos então 

obter fórmulas simples de análise

(390)SJ-1,k = â
k¢ÎZ

hk¢  SJ,k+2J  k¢ = SJ,k ø h
��

J,k

(391)WJ-1,k = â
k¢ÎZ

gk¢  WJ,k+2J  k¢ = WJ,k ø g
��

J,k

e para a síntese

(392)SJ,k = ����
1

2
 ISJ-1 ø h

��
J,k +WJ-1,k ø g

��
J,kM

O algoritmo "à-trous"  é redundante, o que não o torna atraente para compressão de dados. Contudo 

torna-se  útil para transmissão de sinais em linhas com perdas porque a redundância garante a 

restauração do sinal original ou de uma boa aproximação dele
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Onduletas  de Segunda  Geração
� "Lifting"  de Onduletas  (Wim Sweldens)

A transformada de onduleta baseia-se  num método de transformação linear dum sinal com decimação, 

e é equivalente a uma decomposição com bancos de dois filtros sub-banda  em quadratura.

O esquema de "lifting" de onduletas é uma forma de criar análises multiresolução não-lineares  no 

sentido de permitir transformadas de sinais com amostragens irregulares e mesmo definir transformadas 

de onduletas de inteiros para inteiros. A partir de uma separação entre os elementos pares f j,k
p

= f j,2 k e 

ímpares f j,k
i

= f j,2 k+1  do sinal f j,k à escala j, os coeficientes de onduleta W j-1,k f  são calculados a partir 

da diferença entre a parte ímpar do sinal f j
i  uma "Previsão" PI f j

pM dependendo apenas.

Permite ainda criar onduletas de segunda geração em variedades (por exemplo onduletas esféricas).

Todos os métodos multiresolução de transformadas de onduletas podem ser escritos em termos de 

"lifting" com a introdução do conceito de onduleta "lazy". Os respectivos filtros hk e gk apenas 

seleccionam as amostras pares e ímpares sem filtragem adicional.

(403)

Φ HtL = ∆ HtL ; Ψ HtL = ∆ 
i
k
jjjjt - ����

1

2

y
{
zzzz

H HΝL = 1 ; G HΝL = ã-2 Π ä Ν

hk = ∆0,k ; gk = ∆1,k

¨ Estas funções de escala onduletas distribucionais podem ser transformadas em funções normais usando o "lifiting" apropriado.

è Proposição (Vetterli)

¨ Dados dois filtros duais de suporte finito hk e h
�

k, um outro filtro hk
l  é também dual de h

�
k SSE existe um filtro finito rk tal que

(404)Hl  HΝL = H HΝL+ ã-2 Π ä Ν H
� *

 
i
k
jjjjΝ + ����

1

2

y
{
zzzz R* H2 ΝL

¨ De acordo com isto um novo conjunto de filtros biortogonais :hkl , gk
l , h

�
k

l
, g

�
k
l > pode ser construído dos antigos pela definição

(405)

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

Hl  HΝL = H HΝL+ G HΝL R* H2 ΝL

Gl  HΝL = G HΝL

H
� l

 HΝL = H
�

 HΝL

G
� l

 HΝL = ã-2 Π ä Ν Hl* IΝ + ���
1
2
M = G

�
 HΝL- H

�
 HΝL R H2 ΝL

è Teorema (Sweldens)

¨ Dada uma família de funções de escala biortogonais ΦHtL, Φ
� HtL de suporte compacto e respectivas onduletas ΨHtL, Ψ

� HtL é possível 

construir uma nova família de funções biortogonais a partir de uma sequência finita rk por "lifting" dum par de filtros associados 

� � l

CursoWavelets_prt.nb  113

© A. Rica da Silva,Prof. IST - 113- 5/25/08



H L H L

hk e g
�

k através da definição de novos filtros hk
l  e g�k

l
:

(406)hk
l

= hk +â
nÎZ

gk-2 n r-n ; g
�

k
l

= g
�

k -â
nÎZ

h
�

k-2 n rn

¨ A partir daqui a construção das respectivas funções de escala e onduletas duais segue-se  de 

(407)

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

Φl  HtL =
�!!!!!

2  â
kÎZ

hk Φl  H2 t - kL +â
kÎZ

r-k Ψl  Ht - kL

Φ
� l

 HtL = Φ
�

 HlL

Ψl  HtL =
�!!!!!

2  â
kÎZ

gk Φl  H2 t - kL

Ψ
� l

 HtL = Ψ
�

 HtL-â
kÎZ

rk Φ
�

 Ht - kL
¨ Um lifting dual pode ser usado modificando h

�
k e gk

(408)h
�

k

l
= h

�
k -â

nÎZ

g
�

k-2 n rn ; gk
l

= gk +â
nÎZ

hk-2 n r-n

(409)

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

Φl  HtL = Φ HlL

Φ
� l

 HtL =
�!!!!!

2  â
kÎZ

h
�

k Φ
� l

 H2 t - kL -â
kÎZ

rk Ψ
� l

 Ht - kL

Ψl  HtL = Ψ HtL+â
kÎZ

r-k Φ Ht - kL

Ψ
� l

 HtL =
�!!!!!

2  â
kÎZ

g
�

k Φ
� l

 H2 t - kL
Todos os filtros biortogonais podem sem sintetizados  por uma sucessão de "liftings" e "liftings" duais 

associados aos filtros "lazy", modulo translacções e dilatações.

� Algoritmo  de "Lifting"

è Separação do sinal em cada escala

Separe o sinal numa dada escala : f j,k>
kÎZ

em amostras pares e ímpares

(410)S j,k
P = f j, 2 k ; S j,k

I = f j, 2 k+1

è Previsão em termos das componentes pares

Use um algoritmo pré-determinado  PkHSÓÖÖ j

PL para prever o valor das amostras ímpares S
ÓÖÖ

j

I
em termos das 

ÓÖÖ
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H ÓÖÖ L ÓÖÖ

amostras pares S
ÓÖÖ

j

P
. A diferença com o valor real S j, k

I  deve ser pequeno e define o coeficiente de 

onduleta "lifted" à escala grossa acima:

(411)W j-1, k = S j, k
I - Pk HSÓÖÖ j

PL
è Actualize a aproximação do sinal à escala grossa seguinte

Defina a aproximação do sinal na escala acima usando um algoritmo pré-determinado  AkHWÓÖÖÖÖ j-1L em 

função dos detalhes a essa escala e as amostras pares S
ÓÖÖ

j

P
 à escala anterior:

(412)f j-1,k = S j,k
P + Ak HWÓÖÖÖÖ j-1L

� Exemplos

è Onduletas de Haar através de "lifting"

No caso de Haar os operadores de previsão P e actualização A são

(413)Haar º

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤

Pk HSÓÖÖ j

PL = S j,k
P H j, k Î ZL

Ak HWÓÖÖÖÖ j-1L = ���
1
2

 W j-1,k H j, k Î ZL
¨ Neste caso

(414)W j-1,k = S j,k
I -S j,k

P = f j, 2 k+1 - f j, 2 k

(415)
f j-1, k = S j,k

P + ����
1

2
 W j-1,k = ����

1

2
 I f j, 2 k + f j, 2 k+1M

è Onduletas bi-ortogonais de Cohen-Daubechies-Faveau

Onduletas lineares prodem ser usadas para reproduzir exactamente sinais lineares por segmentos. 

(416)

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤

Pk HSÓÖÖ j

PL = ���
1
2

 IS j,k
P +S j,k+1

P M H j, k Î ZL

Ak HWÓÖÖÖÖ j-1L = ���
1
4

 IW j-1, k-1 +W j-1, kM H j, k Î ZL
¨ Neste caso

(417)W j-1,k = S j,k
I - ����

1

2
 IS j,k

P +S j,k+1
P M = f j, 2 k+1 - ����

1

2
I f j, 2 k + f j, 2 Hk+1LM

(418)
f j-1, k = S j,k

P + ����
1

4
 IW j-1, k-1 +W j-1, kM = ����

1

8
I- f j, 2 Hk-1L + 2 f j, 2 k-1 + 6 f j, 2 k + 2 f j, 2 k+1 - f j, 2 Hk+1LM

� Inversã o da Transformada

A inversão dos passos de análise por "lifting" é fácilmente conseguida através de iteração dos passos 

seguintes.
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(419)

Ø≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤

f j, 2 k = S j,k
P = f j-1, k - Ak HWÓÖÖÖÖ j-1L

f j, 2 k+1 = S j, k
I =W j-1, k + Pk HSÓÖÖ j

PL
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