
� Escolha   construç ão de Funç ões de Escala  e Filtros

A capacidade de uma base de onduletas aproximar de forma eficiente uma função, quer para 

compressão de dados, redução de ruído ou velocidade de cálculo,  depende do número de coeficientes 

não-nulos  da respectiva transformada. Isto acontece essencialmente se a maioria dos coeficientes de 

alta-resoluç ão forem pequenos, o que depende da regularidade da função a analisar e do número de 

momentos nulos da onduleta-mã e e do seu suporte. 

¨ Se f Î CmHRL então pode ser aproximado localmente por um polinómio de grau m. Se m < p, número de momentos nulos de Ψ, 

então as onduletas são ortogonais  a quaisquer polinómios de grau p - 1 e os coeficientes W j,kH f L devem ser pequenos para j 
grande.

Estas condições traduzem-se  no espaço dual em constrangimentos nos filtros HHΝL. 
¨ A anulação dos  primeiros p momentos de ΨHtL implica que YH0L = 0 e as derivadas até à ordem p - 1 de YHΝL na origem Ν = 0 são 

nulas .

(317)������������������������
âk Y HΝL

â Νk

ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄΝ=0

= 0 ; k = 0, 1, ¼, p - 1

¨ Da mesma forma HHΝL e as sua primeiras p - 1 derivadas anulam-se  em Ν = ���
1

2
.

(318)�������������������������
âk H HΝL

â Νk

ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄΝ=1�2
= 0 ; k = 0, 1, ¼, p - 1

¨ Para qualquer 0 £ m < p a seguinte função é um polinómio de grau m em t

(319)Qm HtL =â
kÎZ

km Φ Ht - kL
Para minimizar o número de coeficientes de onduleta que são significativamente diferentes de zero é 

conveniente reduzir o suporte de ΨHtL. Se ΨHtL tiver um suporte compacto de largura K, as onduletas Ψ j,kHtL 
têm suporte de largura �����

K

2 j
 e K destas onduletas cobrem um mesmo ponto to. Se f HtoL for uma 

singularidade isolada de f , os coeficientes de onduletas cujo suporte inclui to serão grandes, daí a 

vantagem de diminuir K.

¨ A função de escala Φ tem suporte compacto SSE o filtro h também tiver, e é o mesmo suporte compacto @k1, k2D. 
¨ O suporte de Ψ é então também compacto e igual a A ����������������������k1-k2+1

2
, ����������������������

k2-k1+1

2
E.

¨ Se Ψ  tem p momentos nulos então o seu suporte é maior ou igual a 2 p - 1. A igualdade é atingida para as onduletas de 

Daubechies. Assim para funções com muitas singularidades é preferível ter onduletas com poucos momentos nulos.

� Construç ão de funç ões de escala  com  suporte  compacto

¨ Um conjunto admissível de coeficientes :hk>
kÎZ

 é  um conjunto de coeficientes que verifica as condições necessárias 

(320)â
kÎZ

hk =
"#####2

(321)â
kÎZ

hk  hk+2 m
* = ∆0,m

¨ A determinação de 2 N destes coeficientes pode ser feita exigindo a anulação dos primeiros N - 1 momentos da respectiva 

onduleta- mãe
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(322)à
-¥

¥

tp Ψ HtL â t = 0 Hp = 1, ¼, N - 1L
¨ em que supostamente

(323)Ψ HtL =
"#####2  â

kÎZ

H-1Lk  h2 N-1-k
*  Φ H2 t - kL

¨ Esta hipótese equivale a escolher funções de escala ΦHtL tais que 

(324)f  HtL Î V0 � f  HtL =â
kÎZ

Βk  Φ Ht - kL = Α0 + Α1 t + Α2 t2 + ¼ + ΑN-1 tN-1

¨ Neste caso a ortogonalidade de W0 ¦ V0 traduz-se  em N - 1 equações 

(325)â
kÎZ

H-1Lk  hk  kp = 0 Hp = 1, ¼, N - 1L

¨ Em conjunto com as N + 1 equações de admissibilidade (320) e (321) obtemos 2 N equações para determinar os coeficientes hk 

que definem a função de escala Φ.

¨ Uma vez determinados os coeficientes hk podemos usar a equação de dilatação para valores inteiros de  t e definir o sistema 

matricial

(326)

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

Φ H0L
Φ H1L
»

Φ HN - 2L
Φ HN - 1L

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
=
"#####2  

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

h0 0 0 0 ¼ 0 0 0 0

h2 h1 h0 0 ¼ 0 0 0 0

» » » » ¸ » » » »

0 0 0 0 ¼ 0 hN-1 hN-2 hN-3

0 0 0 0 ¼ 0 0 0 hN-1

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
.

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

Φ H0L
Φ H1L
»

Φ HN - 2L
Φ HN - 1L

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
¨ Esta é uma equação de valores próprios

(327)H.Φ
ÓÖ

1 = Λ Φ
ÓÖ

1

¨ e a solução com valor próprio Λ = 1 pode ser normalizada  ΦÓÖ 1¤2 = 1 e define assim os valores de Φ sobre os inteiros. 

¨ Os valores de Φ na grelha diádica 9 ������
n

2 j
= são obtidos iterando a equação de dilatação com a solução normalizada Φ

ÓÖ
1 

(328)Φ K ����
n

2
O =
"#####2 â

k=0

N-1

hk  Φ Hn - kL
Teorema  de Lawton

¨ Dado um conjunto admissível :h0, h1, ¼, h2 N-1> de 2 N constantes hk ¹ 0, e definindo ΦH0LHtL = Χ@0,1DHtL a função característica do 

intervalo @0, 1D, então o limite

(329)Lim
m®¥

ΦHmL HtL =
"#####2  â

kÎZ

hk  ΦHmL H2 t - kL

converge fracamente em L2HRL para uma função de escala única ΦHtL.
Transformada  de Fourier  da Equaç ão de Dilataç ão

¨ A partir da transformada de Fourier da equação de dilatação temos

(330)F HΝL = F H0L ä
k=1

¥ i
k
jjjjj ���������������

1

�!!!!!
2

 H 
ikjjj �������

Ν

2k

y{zzz
y
{
zzzzz
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� Multiresoluç ão com  funç ões de escala  do tipo  Spline  (Battle-Lemarié )

¨ A análise multi-resoluç ão com onduletas de Haar ou Schauder são casos particulares da multi-resoluç ão por splines Sm de 

ordem m. Neste caso o espaço V0 consiste em todas as funções f HtL com suporte em @k, k + 1@ que são polinómios de grau igual 

ou inferior a m e que têm m - 1 derivadas contínuas. Uma base deste espaço V0 consiste em splines de ordem m, definidas como 

a convolução da função característica do intervalo @0, 1D consigo própria m + 1 vezes e centradas em t = 1 �2 para m par e em 

t = 0 para m ímpar.

(338)
S2 mHtL = Χ@0,1D øΧ@0,1D ø¼øΧ@0,1D«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬ ®¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬

2 m+1

(339)
S2 m+1HtL = ΧB- ����

1

2
, ����

1

2
F øΧB- ����

1

2
, ����

1

2
F ø¼øΧB- ����

1

2
, ����

1

2
F

«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬ ®¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬
2 m+2

¨ Uma vez que a transformada de Fourier  converte convolução em produto, e FΝIΧ@0,1DM = �������������������
Sin@Π ΝD

Π Ν
 ã-ä Π Ν ou FΝ

ikjjjΧB- ���
1

2
, ���

1

2
Fy{zzz = ��������������������

Sin@Π ΝD
Π Ν

, 

obtemos para cada m uma base de Riez de funções de escala não-ortogonais   cujas transformadas de Fourier são

(340)Fm HΝL =
i
k
jjjj ������������������������

sinHΠ ΝL
Π Ν

y
{
zzzz

m+1

 ã-ä Π Ν ∆

onde ∆ = 1 para m par e ∆ = 0 para m ímpar. 

¨ As funções assim obtidas podem igualmente ser calculadas directamente, obtendo-se

(341)Sm HtL =

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

������
1

m!
 â
j=0

m+1

H-1L j ikjjj
m + 1

j

y
{zzz MaxA0, t + �����

m
2

- jEm EvenQ@mD

������
1

m!
 â
j=0

m+1

H-1L j ikjjj
m + 1

j

y
{zzz MaxA0, t + �����������

m+1
2

- jEm OddQ@mD
Equação de Dilatação para Splines de ordem m

(342)Sm HtL = ���������
1

2m
 â

k=-f �������������
m+1

2
v

m+1-f �������������
m+1

2
v i
k
jjjjj m + 1

k + e ����������
n+1

2
u
y
{
zzzzz Sm H2 t - kL
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(344)â
kÎZ

 Fm HΝ + kL¤2 =
i
k
jjjj ������������������������

sinHΠ ΝL
Π

y
{
zzzz

2 Hm+1L
 â
kÎZ

�����������������������������������������
1

H Ν + kL2 Hm+1L
¨ Para m = 0 o somatório é

(345)S0 HΝL =â
kÎZ

��������������������������
1

H Ν + kL2 = Π2 Csc@Π ΝD2
¨ Para m arbitrário

(346)Sm HΝL =â
kÎZ

�����������������������������������������
1

H Ν + kL2 Hm+1L = ���������������������������������
1

H2 m + 1L!  ������������������
â2 m

â Ν2 m
 IΠ2 Csc@Π ΝD2M

¨ A base de splines ortogonalizada de ordem m é assim obtida de 

(348)F HΝL = ����������������������������������������������������������������������������
Fm HΝL

$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%I �����������������sinHΠ ΝL
Π
M2 Hm+1L

 Sm HΝL
= M HΝL Fm HΝL

¨ A decomposição de MHΝL em termos duma série de Fourier com coeficientes ck

(349)
M HΝL = ����������������������������������������������������������������������������

1

$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%I �����������������sinHΠ ΝL
Π
M2 Hm+1L

 Sm HΝL
=â

kÎZ

ck  ã-2 Π ä Ν k

¨ permite escrever directamente a função de escala ortonormada de Spline de ordem m como a convolução

(350)ΦSm  HtL =â
kÎZ

ck  Sm Ht - kL
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(353)Y HΝL = ���������������
1

�!!!!!
2

 G K ����
Ν

2
O F K ����

Ν

2
O = ���������������

1

�!!!!!
2

 ã
-2 Π ä ������������

Ν+1

2  H* 
i
k
jjjj ����������������

Ν + 1

2

y
{
zzzz F K ����

Ν

2
O

Conclui-se  assim que se deve ter, dado que YH0L µ H*H1 �2L  e FH0L ¹ 0

(354)�������������������������
âk H HΝL

â Νk

ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄΝ=1�2
= 0 ; k = 0, 1, ¼, p - 1

O filtro HHΝL deve assim ter a forma, com LHΝL um polinómio.

(355)H HΝL =
i
k
jjjjj �������������������������������

1 + ã2 Π ä Ν

2

y
{
zzzzz

p

 L HΝL
O seu quadrado  HHΝL¤2 é uma função par e deve ser um polinómio em cosH2 Π ΝL. Definindo PHΝL =  LHΝL¤2 

obtemos

(356) HHΝL¤2 = 2 
i
k
jjjjj1 - SinB2 Π ����

Ν

2
F2y{
zzzzz

p

 P
i
k
jjjjjSinB2 Π ����

Ν

2
F2y{
zzzzz

Usando a variável y = SinA2 Π ���
Ν

2
E2 a condição de ortogonalidade escreve-se

(357)H1 - yLp P HyL+ yp P H1 - yL = 1

Devido a um teorema de Bezout, o polinómio PHyL tem grau mínimo p - 1, e a expansão em série de 

Taylor de H1 - yL-p determina-o

(358)P HyL = ���������������������������
1

H1 - yLp  H1 - yp P H1 - yLL =â
k=0

p-1 i
kjjj

k + p - 1

k

y
{zzz yk ³ 0

A factorização espectral de  HHΝL¤2 = 2 H1 - yLp PHyL permite determinar HHΝL por determinação dos zeros 

de PHyL estendendo ao plano complexo. Usando a notação z = ãä Ν obtemos

(359)y = SinB ����
Ν

2
F2 = ����

1

2
- ����������������������

z + z-1

4
= - ������������������������
Hz - 1L2

4 z
¨ Como PHyL é um polinómio de grau p - 1 em y devemos procurar as 2 Hp - 1L raízes z j do polinómio 

(360)zp-1 P 
i
k
jjjjjj- ������������������������
Hz - 1L2

4 z

y
{
zzzzzz =â

k=0

p-1 i
kjjj

k + p - 1

k

y
{zzz 
i
k
jjjj- ����

1

4

y
{
zzzz

k

 Hz - 1L2 k
 zp-1-k = Α ä

j=1

2 Hp-1L Iz - z jM
¨ Poderemos assim escrever

(361)zp-1 P 
i
k
jjjjjj- ������������������������
Hz - 1L2

4 z

y
{
zzzzzz = Αä

j

¡Iz - z jM Iz - z j
���M¥2 ä

k

¡Iz - ãä Αk M Iz - ã-ä Αk M¥2 ä
n

 Hz - ΡnL¤2

De facto uma vez que P J- ���������������
Hz-1L2

4 z
N = P J ���1

2
- ��������������

z+z-1

4
N é evidente que se z j é uma raíz então também z j

-1 o é. 

Assim basta escolher as raízes com módulo inferior à unidade. 

Os coeficientes hk de Daubechies são os coeficientes das diferentes potências de z no polinómio QHzL 
que é a raíz quadrada de zp-1 PJ- ���������������

Hz-1L2
4 z
N. Estes devem ser normalizados de forma que Úhk =

�!!!!!
2 .
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� Onduletas  de Coifmann

Adicionalmente escolhe-se  uma função de escala cujos primeiros p momentos também são nulos

(362)

à
-¥

¥

Ψ HtL â t = 0 ; à
-¥

¥

tm Ψ HtL â t = 0 m = 1, 2, ¼, p - 1

à
-¥

¥

Φ HtL â t = 1 ; à
-¥

¥

tm Φ HtL â t = 0 m = 1, 2, ¼, p - 1
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Multiresoluç ão com  pacotes  de onduletas

Vimos anteriormente que uma análise multiresolução se baseia na análise e síntese de aproximações 

sucessivas dum sinal com base numa decomposição 

(363)L2 HRL = VL Å WL Å WL+1 Å ¼

¨ Na prática, o que temos numa DTWT é uma aproximação de ordem J de f HtL, i.e. fJHtL Î VJ  e sucessivas decomposições 

mostram que podemos fazer 

(364)VJ = VJ-1 Å WJ-1 = VJ-2 Å WJ-2 Å WJ-1 = ¼ = VL Å WL+1 Å ¼ Å WJ-2 Å WJ-1

¨ De acordo com as equações de Dilatação (XXX) e Onduletas (XXX) a decomposição V1 = V0 Å W0 resulta de escrever as bases 

de V0 e W0 em termos da base de V1 formada por Φ1,kHtL =
�!!!!!!

2  ΦH2 t - kL.

(365)

j0 HtL = Φ HtL =
"#####2  â

kÎZ

hk  Φ H2 t - kL Î V0

j1 HtL = Ψ HtL =
"#####2  â

k=Z

gk  Φ H2 t - kL Î W0

¨ Podemos usar o mesmo princípio para decompor os espaço W1 numa soma directa W1 = W0,2 Å W0,3 usando agora equações do 
tipo

(366)

j2 HtL =
"#####2  â

kÎZ

hk  Ψ H2 t - kL Î W0,0

j3 HtL =
"#####2  â

k=Z

gk  Ψ H2 t - kL Î W0,1

¨ Assim, iterando este processo em geral obtemos mais bases para decompor V1 e W1

(367)
jn HtL =

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

�!!!!!
2  â

kÎZ

hk  jn�2 H2 t - kL para n par com j0HtL = ΦHtL

�!!!!!
2  â

kÎZ

gk  jHn-1L�2 H2 t - kL para n impar com j1 HtL = Ψ HtL
¨ Para n = 0, j0Ht - kL é uma base de V0, n = 1 e j1Ht - kL é uma base de W0. Usando a notação usual jn, j,kHtL =

"########
2 j  jnI2 j  t - kM 

podemos igualmente deduzir que j0, j,k é uma base de V j = W j,0, j1, j,k uma base de W j = W j,1, e jn, j,k uma base de W j,n  resultante 

da decomposição de W j+1 = W j,2 Å W j,3 Å ¼ Å W j,n. Assim começando numa resolução VJ  podemos construir a pirâmide

(368)

WJ,0

WJ-1,0 WJ-1

WJ-2,0 WJ-2,1 WJ-2,2 WJ-2,3

WJ-3,0 WJ-3,1 WJ-3,2 WJ-3,3 WJ-3,4 WJ-3,5 WJ-3,6 WJ-3,7
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p0,0
J

p0,1
J

p0,2
J

p0,3
J

p0,4
J

p0,5
J

p0,6
J

p0,7
J

p0,8
J

p0,9
J

p0,10
J

p0,11
J

p0,12
J

p0,13
J

p0,14
J

p0,15
J

p1,0
J-1

p1,1
J-1

p1,2
J-1

p1,3
J-1

p1,4
J-1

p1,5
J-1

p1,6
J-1

p1,7
J-1

p0,0
J-1

p0,1
J-1

p0,2
J-1

p0,3
J-1

p0,4
J-1

p0,5
J-1

p0,6
J-1

p0,7
J-1

p3,0
J-2

p3,1
J-2

p3,2
J-2

p3,3
J-2

p2,0
J-2

p2,1
J-2

p2,2
J-2

p2,3
J-2

p1,0
J-2

p1,1
J-2

p1,2
J-2

p1,3
J-2

p0,0
J-2

p0,1
J-2

p0,2
J-2

p0,3
J-2

p7,0
J-3

p7,1
J-3

p6,0
J-3

p6,1
J-3

p5,0
J-3

p5,1
J-3

p4,0
J-3

p4,1
J-3

p3,0
J-3

p3,1
J-3

p2,0
J-3

p2,1
J-3

p1,0
J-3

p1,1
J-3

p0,0
J-3

p0,1
J-3

p15,0
J-4

p14,0
J-4

p13,0
J-4

p12,0
J-4

p11,0
J-4

p10,0
J-4

p9,0
J-4

p8,0
J-4

p7,0
J-4

p6,0
J-4

p5,0
J-4

p4,0
J-4

p3,0
J-4

p2,0
J-4

p1,0
J-4

p0,0
J-4

� Bases  de Walsh

No caso de Haar os coeficientes são h0 = h1 = �����������
1�!!!!!!
2

 e  gk = H-1Lk  h1-k pelo que g0 = -g1 = �����������
1�!!!!!!
2

 donde

(369)
j2 n HtL = jn H2 tL+ jn H2 t - 1L

j2 n+1 HtL = jn H2 tL- jn H2 t - 1L
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