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m Escolha constru¢ &o de Funges de Escala e Filtros

m A capacidade de uma base de onduletas aproximar de forma eficiente uma funcgdo, quer para
compresséo de dados, redugéo de ruido ou velocidade de calculo, depende do nimero de coeficientes
néo-nulos da respectiva transformada. Isto acontece essencialmente se a maioria dos coeficientes de
alta-resolug o forem pequenos, o que depende da regularidade da funcédo a analisar e do nimero de
momentos nulos da onduleta-ma e e do seu suporte.

¢ Se f e C"(R) entédo pode ser aproximado localmente por um polinémio de grau m. Se m< p, nimero de momentos nulos de ¥,

entdo as onduletas sé&o ortogonais a quaisquer polindmios de grau p— 1 e os coeficientes W, () devem ser pequenos para j
grande.

m Estas condic¢Bes traduzem-se no espago dual em constrangimentos nos filtros H(v).

¢ A anulacéo dos primeiros p momentos de y(t) implica que ¥(0) = O e as derivadas até a ordem p— 1 de ¥(v) na origem v = 0 séo
nulas .

d<¥ (v)
dv¥

-0 k=0,1,...,p-1 (317)
v=0

. . . 1
o Da mesma forma H(v) e as sua primeiras p — 1 derivadas anulam-se em v = S

d*H (v)
_ =0 X k=0,1,...,p-1 (318)
dv v=1/2
¢ Para qualquer 0 < m< p a seguinte fungdo é um polinémio de grau memt
Qn(h) = > K"g(t-k (319)
kez

m Para minimizar o numero de coeficientes de onduleta que sé&o significativamente diferentes de zero é
conveniente reduzir o suporte de (t). Se ¥(t) tiver um suporte compacto de largura K, as onduletas y; (1)

tém suporte de largura ZKT e K destas onduletas cobrem um mesmo ponto t,. Se f(t,) for uma

singularidade isolada de f, os coeficientes de onduletas cujo suporte inclui t, serdo grandes, dai a

vantagem de diminuir K.

¢ A funcéo de escala ¢ tem suporte compacto SSE o filtro h também tiver, e € 0 mesmo suporte compacto [ky, kz].

¢ O suporte de i é entdo também compacto e igual a [@Ll g—ﬁg]

2 2
¢ Se y tem p momentos nulos entéo o seu suporte € maior ou igual a 2 p— 1. A igualdade é atingida para as onduletas de

Daubechies. Assim para fun¢des com muitas singularidades é preferivel ter onduletas com poucos momentos nulos.

m Constru¢ 8o de fung 6es de escala com suporte compacto

¢ Um conjunto admissivel de coeficientes {hk}k , € um conjunto de coeficientes que verifica as condi¢cdes necessarias
E.

Shi= \/; (320)

kez

Z hy h§+2 m= 6O,m (321)
kez

o A determinacdo de 2 N destes coeficientes pode ser feita exigindo a anulagdo dos primeiros N — 1 momentos da respectiva
onduleta- mée
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00

¢ em gue supostamente

gt = \/; Z(—l)k hyn_1k @ 2t —K)

kez

o Esta hipotese equivale a escolher fungdes de escala ¢(t) tais que

fheVy < f(t):Zﬁk¢(t—k):ao+alt+azt2+

kez

¢ Neste caso a ortogonalidade de W, + Vy traduz-se em N — 1 equagdes

Z(—l)khkkpzo (p=1, .., N-1)

kez

fmtpw(t)dt=0 (P=1, .. N-1)

(322)

(323)

(324)

(325)

¢ Em conjunto com as N + 1 equagdes de admissibilidade (320) e (321) obtemos 2N equagdes para determinar os coeficientes hy

que definem a fungao de escala ¢.

¢ Uma vez determinados os coeficientes hy podemos usar a equacéo de dilatacéo para valores inteiros de t e definir o sistema

matricial
¢ (0) hp O O 0 ... 0O 0
(D) hy hi hg O 0O 0
. _ \/; .
¢(N-2) 0O 0 0 O
¢p(N-1) 0O 0 0 O 00 0
¢ Esta € uma equagao de valores préprios
Hé, =1,

0 hn-i hn2 haos [ 9(N=-2)

(326)

(327)

2
¢ e asolugéo com valor préprio A = 1 pode ser normalizada |¢,| = 1 e define assim os valores de ¢ sobre os inteiros.

¢ Os valores de ¢ na grelha diadica {—J} séo obtidos iterando a equacéo de dilatagdo com a solugdo normalizada 31

7
N-1
o(5)=Vz Y mon-w
k=0

E Teorema de Lawton

(328)

¢ Dado um conjunto admissivel {ho, hi, ..., h2N_1} de 2N constantes hy # 0, e definindo ¢©(t) = Xy a fungao caracteristica do

intervalo [0, 1], entdo o limite

Limg™ =2 > heo™ @2t-k)

kez

converge fracamente em L,(R) para uma fungéo de escala Unica ¢(t).

m Transformada de Fourier da Equac &o de Dilatac o

¢ A partir da transformada de Fourier da equacao de dilatagcdo temos

D)= <D(O)E!(% H (%]]

© 5/11/08 - 86-
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onde

N-1
H®) = th e~2mivk (331)

k=0

¢ Nocasode Haarhy=h; = % pelo que
2
, 1 ,

H@) =hy+h e = — (1+&727) (332)

V2

nl (% (1 + @3_2”2%)) = Zin(l + @3_2”%) (1 + @3_2”2%) (1 + @3_2”2%) =

. ) ) V
= — (1 +e‘2”’§)... (1+e77 %)=
;

2 (1 _e—Zni—z)
(333)
1 1 —e 27y v y
= — ( ) (1+@3_2”2_3)...(1+@3_2”2_"):
21 —2ni— -2ri
(1—@3 23)(1+@3 23)
1 (1 _ €—2niv) (1 _ €—2niv)
2 (1—@3_2”}%) 27m'v—(—27rz')2;—2+...
¢ Conclui-se assim que
o I (1 _€—2niv) oo 4
P V) =@ (0) —(1+ce zk) = 7:f X (t)ce_z’””a?t (334)
. g 2 2nriv e 01
¢H¢mr ([) = X[O,l] ([) (335)

< A analise multi-resolug o de Haar corresponde assim a considerar o espago V, como o espago de fungdes constantes nos
intervalos [k, k+ 1], k € Z, i.e fungdes em escada com patamares unitarios. Sendo assim é evidente que V, serd o espago de

fungdes em escada com patamares em intervalos [k/2, (k +1)/2] o que inclui todas as fungdes de V, como esperado.

® Transformada de onduletas de Haar
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—2.36 [-1.76 |-1.23 |-0.77 |-0.38 [-0.06 ] 0.18 | 0.35 | 0.45 |0.48]0.43]0.32(-0.22]-0.34|-0.40 |-0.40[-0.20 |-0.12|-0.02 | 0.09] 0.49( 0.51 | 0.45] 0.28|-0.55 |-0.68 |-0.67 [-0.52 [ 0.40| 0.56 | 0.59] 0.50

—5.81 [-2.81|-0.61| 077 | 1.33 | 1.08 |-0.80-1.14(-0.45]0.09(1.43]|1.05|-1.77 |-1.71| 1.37 | 1.57

—12.00]| 0.36 | 3.54 |-2.87|-0.52| 3.69 |-5.18( 4.40

—14.90| 1.04 | 540 |-1.25

0.32 |-0.67

-45.10

70.10

m Diagrama no espago de Fases

2021 22 23 24 23

m Compressao da Transformada de Onduleta

—2.36 |-1.760.00| 0.00 ]0.00(0.00| 0.00 |[0.00]0.00(0.00(0.00]0.00( 0.00 | 0.00 {0.00]0.00]0.00{0.00]0.00]0.00]0.00{0.00]0.00]0.00]0.00/0.00]0.00]0.00(0.00|0.00|0.00]0.00

—5.81 (-2.81]0.00| 0.00 | 1.33|0.00{ 0.00 |0.00]0.00/0.00|1.43]0.00(-1.77 |-1.71 | 1.37| 1.57

—12.00| 0.00 [3.54]-2.87(0.00]3.69-5.18 | 4.40

—14.90] 0.00 [5.40] 0.00

0.00 | 0.00
—45.10
70.10
Compressdo=68.75%
N Coeficientes =20
Isp .
10f .
St 1
of ]
-5 ]
~10l ]
L I I I I I I I I I I I I I I I 1]
0 2 4 6 8
¢ Usando Daubechies D, e comparando com Fourier com o mesmo nimero de coeficientes.
-0.7 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 48 | -1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
—1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 00 | -12 56 | -15 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

-2.7 0.0 00 | -26 | 74 | 28 | 0.0 1.4

-76 | =44 | 143 | =09

17.6 | 51.4 | 645 | 60.5
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Compressd0=29.6875%
N° Coeficientes =45

0.04 t
0.03 |
0.02 F
0.01F
0.00
-0.01¢
-0.02
-0.03

Erro nas aproximagdes de Fourier e Onduleta com a mesma compressao.

e Multiresolucio com onduletas de Schauder
¢ Com a utilizagao de fungdes triangulares 3, (r) e suas transladadas como base de Vj,

1 -t -1l=r=1

Bi ()= { 0 Fulse (336)

© oespago Vy é o espago de fungdes lineares no intervalos unitarios [, k + 1], e V; o espago de fungdes sectionalmente lineares

. k k+1
nos intervalos [27, 7]

Vo

Vs

¢ Equagao de dilatagio

1 1 —
Py =3 h Qi+ D+ RO+ A (2t—1)=\/2 Dihpii-h (337)

keZ

Bi®
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m Multiresolu¢ o com fung des de escala do tipo Spline (Battle-Lemarié )

© 5/11/08

o A analise multi-resolug &o com onduletas de Haar ou Schauder sdo casos particulares da multi-resolug &o por splines S, de

ordem m. Neste caso o espaco V, consiste em todas as fung¢des f(t) com suporte em [k, k+ 1] que séo polindmios de grau igual
ou inferior a m e que tém m- 1 derivadas continuas. Uma base deste espago V, consiste em splines de ordem m, definidas como
a convolucdo da fungéo caracteristica do intervalo [0, 1] consigo propria m+ 1 vezes e centradas emt = 1/2 para m par e em

t = 0 para mimpar.

Sm) = )([0’1] *X[O,l] *.. kX

[0.1] (338)
2m+1
SZm—\Ll(t):X 11 * X 11 *...kX 11
=231 77 -5 -2 (339)
2m+2
Uma vez que a transformada de Fourier converte convolugdo em produto, e 7,(X o) = S':’;V] e” ou ‘FV(XF lJ) = S';[’V'V].
2'2
obtemos para cada m uma base de Riez de fun¢des de escala ndo-ortogonais cujas transformadas de Fourier sdo
sin@wv\™t
O (v) = e invo (340)
8%
onde § = 1 para mpar e § = 0 para mimpar.
o As fungbes assim obtidas podem igualmente ser calculadas directamente, obtendo-se
m+1 ma 1
; +
S Z(—l)J ( ) )Max[o, t+2-j]" EvenQ[m|
j=0
Sn() = (341)
m+1 ma+ 1
f m
D ( , ) Max[0, t+ 2 — ] OddQIm
10 J
B Equacéo de Dilatacédo para Splines de ordem m
m+1
m ] mat
Sn(®) = Sh(2t-K) 342
7 42 ke o
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0.8
0.6
S1(0=3 SR+ 1)+ 18,20+ 5 5Q-1)

0.4

0.2

0.0

0.7
0.6
0.5
04 Sx0) = 7 S22+ 1)+ 2520 + 2 $H21-1)+ 1 5:21-2)
0.3

0.2

0.1

0.0

0.6
0.5

0.4
S3(1) = ¢ S321+2)+ 5 S3Q21+1)
0.3
+ 2820+ 5 S3Qr-1)+ 1 S321-2)
0.2

0.1

0.0

m Ortonormalizagao da base de Splines

¢ A partir de uma base de Riesz ¢,, ndo-ortonormalizada de V, € sempre possivel construir uma base ortonormal a partir da sua
transformada de Fourier

D (v)

D oy 0 P (343)
kel

O (v) =

< No caso das splines esta normalizagao transforma a base S,,, que originalmente tem suporte compacto, numa base de fungdes
de suporte infinito, embora o decaimento seja rapido.

. m+1 .
¢ Com a fungio @, (v) = (m) et = F (S,,) a soma no denominador pode ser calculada explicitamente, usando a

expressao
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sinGrv) ™Y 1
D tomr 4k = [ ) ) e (344)
kez T kez (v+k? ™D
¢ Param=0 o0 somatério &
DIOEDY = 72 Cscn v]? (345)
kez (V+K)
¢ Para marbitrario
1 dZm
Zm (V) = (n? CsclnvI?) (346)

& (vekP™Y @M gyn

o A base de splines ortogonalizada de ordem m é assim obtida de

O (v)
o) = =M @)y (v) (348)
2(m+1)

(s‘n(nv))

- Zm(v)

o A decomposicdo de M(v) em termos duma série de Fourier com coeficientes cx

1 .
M(V)= =ch€—27rwk
sngry)\2(M+D) kez (349)
() Zn®)
o permite escrever directamente a funcéo de escala ortonormada de Spline de ordem m como a convolugao
g, (0 = > Sn(t—K) (350)

kez
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Filtros Spline Hg, (v) € G, (v)

20 - : 2.0 : : :
15F 1 1st 1
2 |
10f E 1
05F 1 ost 1
0.0F 1 00 1 1t
—0s} 1 -ost 1
—10} E 1
—15f 1 -1st £
a0k ‘ ‘ | ‘ a0k ‘ ‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 -3 -2 -1 o0 1 3 1 0 i i
2 4 4 2
Spline t Spline t . .
pline és, (?) pline s, (2) Filtros Spline Hs_(v) e G, (v)
2.0 @ 2.0 2 2
15} 1 1st 1
10f 110

0.5F 9 0.5
0.0 \/., 0.0

—A Dl

i

05 1 -05
-10} 1 -10
—15F 1 -15¢F 0
_oph ‘ ‘ ‘ ‘ _aph ‘ ‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
. T 0 1 . T . 0 1 3 1 0 ' '
2 4 4 2
Spline t Spline t . .
P 95, P ¥s, @ Filtros Spline Hy,(v) e Gs,(v)
2.0 ‘ ‘ ‘ ‘ 2.0 ; ; ‘ ;
15 1 1sf ]
2
1.0 F {1 10f ]
0.5F {1 o0s5F e
0.0 | 1 o00F SRS
05 1 -o0sf ]
-10} 1 -10f ]
-15¢ 1 -1st j0
_20 L L L 1 L _20 L L L 1 L L L L L
. T 0 1 . T . 0 1 30 1 0 ' '
2 4 4 2
Spline ¢g, () Spline ¥ (1) . .
4 4
Filtros Spline Hy,(v) € Gs,(v)
2.0 ‘ ‘ ‘ ‘ 2.0 ; ; ‘ ;
15 1 1sf ]
2
1.0} 1 10f ]
0.5 /\ 1 o5t ]
0.0 F 1 0.0F R
05 1 -o0sf ]
-10} 1 -10f ]
-15¢ 1 -1st j0
_20 L L L 1 L _20 L L L 1 L L L L

-3

1
4

n=

Onduletas de Battle-Lemarié e respectivas fungdes de escala e filtros simétricos em quadratura H(v) e G(v) calculados com 20
coeficientes. Note que estas onduletas ndo tém suporte compacto embora as splines que lhes ddo origem tenham, devido ao

factor de normalizagdo que é necessario introduzir no espago de Fourier.
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= Onduletas de Shannon

¢ As fungbes de escala e onduletas de Shannon sio obtidas a partir das suas transformadas de Fourier, que neste caso
representam filtros ideais passa-baixos e passa-banda.

sin(rz)

Shannon ¢, (1) = Shannon ¢s,(f) = —_

e

3 -2 -1 0 1 2 3
Shannon ®g, (V) Shannon ¥s,(v)

107 1.0

08l 08

0.6 0.6

04l 04

02l 02

00| : : 00|

1
3
2 2 2 2 2 v 2

¢ Filtros H(v) & G(v) de Shannon calculados com 30 coeficientes.

Filtros Shannon H(v) e G(»)

o st} fns

v 4 2

» Oduletas de Daubechies

m No caso de Daubechies a condigdo de ortogonalidade

)

Juntamente com a condigéo de anulamento de p momentos

2

|H ) + =2 (351

a5 (v) o0 '
- :f —infu@Odi=0 ; k=0,1,..,p-1 (352)
dvk y=0 T
. 1
B A equacdo de Onduleta na sua forma dual é, uma vez que G (v) = o270 e (v+ ;—)
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1 v v e v+1 v
v of3Jofy)- e (0
NFERY: 2/ 2 2 2
m Conclui-se assim que se deve ter, dado que ¥(0) o« H*(1/2) e ®(0) + 0
d¥H (v)
=0 ;7 k=0,1,...,p-1 (3549)
AV |y
m O filtro H(v) deve assim ter a forma, com L(v) um polinémio.
1+82ﬂ” p
HO) = | ———| Lw) (355)

m O seu quadrado IHW)I” é uma funcéo par e deve ser um polinémio em cos(2x v). Definindo P(v) = IL)?
obtemos

) v2)\° V42
IHO)P = 2(1— sinf2x E] ] P[sm[zn 5] ] (356)
® Usando a variavel y = Sin[2x %]2 a condic&o de ortogonalidade escreve-se

A-yPPW+YPPA-y) =1 (357)
m Devido a um teorema de Bezout, o polinémio P(y) tem grau minimo p— 1, e a expansao em série de

Taylor de (1 -y) P determina-o

p-1

k+p-1
(1—pr(1—y))=Z( P ]y"zo (358)

Py =
a-yP k=0 k

m A factorizagdo espectral de |H(v)|2 = 2(1-y)P P(y) permite determinar H(v) por determinacéo dos zeros

de P(y) estendendo ao plano complexo. Usando a notacdo z = ¢’ obtemos

v2 1 z+z!  (z-1)?
2 2 4 4z
¢ Como P(y) € um polinémio de grau p— 1 em y devemos procurar as 2 (p — 1) raizes z; do polinémio
z-1%) 2lrk+p-1y( 1) 2(p-1
Z1p|- = [ ) -—| @-1*PK=q z-7 360

¢ Poderemos assim escrever

-1? . .
i p[_ @D } = o[ [lz-2) -7 [ [Iz- &%) 2= e )] [z o) (361)

47 j K

_1)2 1y, . 2 . ~ Z Z
m De facto uma vez que P(— L ) = P(% -2 ) é evidente que se z é uma raiz entéo também z* o é.

Assim basta escolher as raizes com moédulo inferior a unidade.
m Os coeficientes hy de Daubechies sdo os coeficientes das diferentes poténcias de z no polinémio Q(2)

2
que é a raiz quadrada de z°-! P(— %) Estes devem ser normalizados de forma que Y hy = V2.
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| ho=0.70711 | h,=0.70711 ‘
. | Da‘ubech‘les ‘z’D: ® | o | Da‘ubech‘les ‘/’D‘l ® | | Filtros Daubechies Hp, (v) e Gp, (v)
2.5 1 15 .0
2.0 1 10f ]
150 1 osf E
1.0} 1 00 L
0.5F 1 -o0s¢ E
0.0 -10F ]
—05F 1 -15¢F ]
-1.0h : ‘ ‘ : 4 ook : ‘ ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 3 4 | | o X X
2 4 4 2
ho=0.48296 | h,=0.83652 ‘ h,= 0.22414 | hy=—0.12941
o | Da‘ubech‘les ¢D‘z([ ) o | Da‘ubech‘les ‘/’D? ® | | Filtros Daubechies Hp, (v) e Gp,(v)
2.5 1 15t 1.
2.0 1 10 ]
1.5F 1 os5f ]
1.0F 1 oof ERE
0.5F 1 -o0sf E
0.0 F 1 -10f ]
—05F 1 -15¢ E
-1.0b : ‘ : : d _o0h : ‘ : : : ] ‘ ‘ ‘ ‘
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 3 4 | | o X X
2 4 4 2
ho=0.33267 | h,=0.80689 ‘ h,= 0.45988 | hy=-0.13501 | h,=—0.08544 ‘ hs= 0.03523 |
Daubechies ¢p, (1) Daubechies ¢, (t) Filtros Daubechies Hp,(v) ¢ Gp,(v)
3.0 20
2.5 1 15 .0
2.0 1 10f E
150 1 osf E
1.0} 1 oof 1L
0.5F 1 -o0s¢ E
0.0 F 1 -10f E
—05F 1 -15¢F ]
-1.0h : ‘ ‘ : 4 ook : ‘ ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 3 4 | | 0 | |
2 4 4 2
ho=0.23038 | h,=0.71485 ‘ h,= 0.63088 | hy=-0.02798 | h,=-0.18703 ‘ hs= 0.03084 | hg=0.03288 | h;=—0.01060 |
o | Da‘ubech‘les ¢Dz‘l([ ) o | Da‘ubech‘les l’[/DTl ® | | Filtros Daubechies Hp, (v) e Gp,(v)
2.5 1 15t 1.
2.0 1 10 ]
150 1 o5t ]
1.0F 1 o0F SRS
0.5F 1 -o0sf E
0.0 F 1 -10f ]
—05F 1 -15¢ ]
-1.0b : ‘ : : d _o0h : ‘ : : : ] ‘ ‘ ‘ ‘
-2 -1 0 1 2 4 -2 -1 0 1 2 3 4 | | o X X
2 4 4 2
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m Onduletas de Coifmann

m Adicionalmente escolhe-se uma funcéo de escala cujos primeiros p momentos também s&o nulos

f(//(t)dtzo : ftmw(t)dtzo m=12 .., p-1

)

(362)
fgb(t)dt:l : ftm¢(t)dt:0 m=12 ..., p-1

—00
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| h_,=-0.07273 | h_,=0.33790

ho= 0.85257 ‘ h,=0.38486 | h,=—0.07273

h3=—0.01566| | ‘ |

Coiflet by,

®

Coiflet Yoy, ®)

Filtros Coiflet HCfI e GCfI »)

2.0 ‘ ‘ ‘ ‘
1.5 ] 2L
1.0} b
0.5 1 1h
0.0 ]
0.5} ] 0
_1.0kh ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3 _! _L 0 L !
2 4 4 2
h_,=0.01639 | h_y=—0.04146 | h_,=—0.06737 | h_,=0.38611 | hy=0.81272 | h;=0.41701 | h,=—0.07649 | h;=—0.05943 | h,= 0.02368
hs=0.00561 | hg=—0.00182 [ h,=—0.00072
Coitlet ey, (1) Coiflet ey, (1) Filtros Coiflet Hey (v) € Gy, (v)
2 2
2.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 4 200 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1.5F | L3 12
1.0F E
1.0} 1 o5t ]
0.5 1 00F 11t
0ok 1 -05¢ E
1.0 ]
=05+ 1 -15¢ 10
_lohb ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ i sk ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3 - -2 -1 0 1 2 3 1 0 ) i
2 4 4 2
h_g=—0.00379 | h_5=0.00778 | h_,=0.02345 | h_;==0.06577 | h_,=—0.06112 | h_,=0.40518 | hy=0.79378 | h,=0.42848 | h,=—0.07180
hy;=—0.08230 | h,=0.03456 | hs=0.01588 | hg=—0.00901 | h;=—0.00257 | hg=0.00112 [ hy=0.00047 | h;u=—0.00007 | h;;==0.00003
Coiflet gy, (1) Coiflet Yy, (1) Filtros Coiflet Hey. (v) e Gy (v)
2.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 2.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 3 3
1.5F ] L5 12
1.0F i
1.0} 1 o5t ]
0.5 1 00F 11t
ookb 1 -05¢ i
1.0 i
—0.5¢ 1 -15¢ 30
—10L L L L L L L 20k L L L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 3 1 0 ) i
2 4 4 2
h_g=0.00089 [ h_;=—0.00163 | h_¢=—0.00735 | h_s=0.01607 h_,=0.02668 h_,=—0.08127 h_,=-0.05608 | h_,=0.41531 | h,=0.78224
hy=0.43439 | h,=—0.06663 | h;=—0.09622 | h,=0.03933 hs= 0.02508 hg=—0.01521 h,;=—0.00566 | hg= 0.00375 | hy=0.00127
h1o=—0.00059 [ h,;==0.00026 | h,,=0.00006 | hy3=0.00003 | h,,=—3.25960x107¢ | h;5=—1.78500x 107°
Coiflet t Coiflet t . .
ZAY) Yer () Filtros Coiflet Hey (v) e Gy, (v)
4 4
2.0 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1 200 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
st 1 15¢ i,
1.0F ]
1.0F 1 ost ]
05F 1 0.0F 11
ool 1 -05F i
-1.0F i
0.5 _1sk 10
_10 L L L 1 L L L _20 L L L 1 L L I L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 - -2 -1 0 2 3 1 0 T T
2 4 4 2
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Multiresolu¢ 4o com pacotes de onduletas

m Vimos anteriormente que uma analise multiresolugdo se baseia na andlise e sintese de aproximacdes
sucessivas dum sinal com base numa decomposicéo

LRy =V, eW dW 1D ... (363)

¢ Na prética, o que temos numa DTWT é uma aproximagao de ordem J de f(t), i.e. f;(t) € V; e sucessivas decomposicdes
mostram que podemos fazer

Vi=Vi1®@Wi1 =V 00Wi00Wy1=...=VLOWL 1D ... oW, W (364
¢ De acordo com as equagdes de Dilatagao (XXX) e Onduletas (XXX) a decomposicéo V; = Vo & Wy resulta de escrever as bases

de Vo e Wp em termos da base de V; formada por ¢1k(t) = V2 (2t -Kk).

po®=00=y2 D ho@t-k e Vo

kez
(365)
G=vO=vy2 ) goRt-ke W
k=7
¢ Podemos usar o mesmo principio para decompor os espago W; huma soma directa W; = Wy 2 & Wp 3 usando agora equagées do

tipo

pr0=2 Y hw@t-k eWog

kez

(366)
ps0=v2 Y v @t-k eWo
k=7
o Assim, iterando este processo em geral obtemos mais bases para decompor V; e Wy
V2 Z hx @n2 (21 =K) paran par comgg(t) = @(t)
kez

(367)

en(D) =

V2 Z Ok Pn-12 2t —K) paranimpar comes (t) = (1)
kez

¢ Paran=0, go(t —k) é uma base de Vo, n=1e ¢1(t — k) € uma base de Wp. Usando a notago usual ¢njx(t) =V 21 ¢n(2t—K)
podemos igualmente deduzir que ¢gjk € uma base de Vj = W, ¢1jx uma base de W, = W, 1, e ¢njx uma base de W;, resultante
da decomposicdo de Wj,1 = W, ® W3 ... ® Wj,. Assim comegando numa resolucéo V; podemos construir a piramide
W
Wi10 Wiog
Wiz0 Wion Wizz Wiz3
Wiz0 Wizz Wizp Wigs Wigzs Wizs Wize Wig?

(368)
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g [3 a3 T3 T3 a3 J 3 J
‘ Po,0 "’0,1 ‘po,z ‘Po,s ‘%,4 ‘Po,s "’0,6 ‘poy p08 po,g ‘po,lo "’0,11 l"o 12 p0 13 p0,14 ‘Po,ls ‘

PN

J-1 [ 3-1 1] -1 Jl Jl
"’ ‘P "’12 ‘Pls P14 ‘pls ‘pl6 ‘pl ‘ ‘poo ‘%1 ‘Poz "’03 p04 p0'5 poe ‘

S .

32| 3232 2 J- 32 2
‘ps,o ‘p31 ‘Ps,z ‘Ps,s ‘ ‘P ‘le p22 "23 ’ "’1,0 |D11 p12 ‘Pls ‘ ‘P ‘P01 Poz Pos ‘
J-3 [ J-3 J-3 J-3 J-3 J-3 [ 3-3 33 3-3
‘P7o ‘P7,1 ‘ ’pso ‘p61 ‘ ‘Pso "’51 ‘ "’40 ‘P4,1 ‘ ‘pso |P3,1 ‘ ’PZO ‘pZ,l ‘ ’plo "31,1 ‘ "’0,0 "’o,l ‘
J-4
p150 p140 p130 "120 p110 Ploo p90 p p70 p p50 " pso " plO o0

m Bases de Walsh

© 5/11/08

m No caso de Haar os coeficientes sdo hy = hy = —— e = (=1)*hy_y pelo que go = —g; = —— donde
01‘/7£]k()1kpq§lo91‘/7

Gan(® = ¢n (20 + gn (2L - 1)
Ganss () = on (20— ¢n (2t - 1) (369
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Walsh (100’0’0([)

Walsh $1,0,0 ([)

I Lof
[ 0.5F
0.0F
[ —0sk
I -0k
L L L L L L L L L L L L L L L L
-2 -1 0 -2 -1 0
t— t—
Walsh ¢500(f) Walsh ¢300()
F —  — Lo} —
[ 0.5F
0.0F
[ —0sk
L. ‘ — -Lor ‘
-2 -1 0 -2 -1 0
t— t—
Walsh 904’0’0([) Walsh 905,0,0([)
[ = M Lol -
[ 0.5k
0.0F
[ —0sk
‘ i -1op, ‘ s
-2 -1 0 -2 -1 0
t— t—
Walsh 906,0,0([) Walsh 907’0’0([)
[ = — Lol - 1 —
[ 0.5k
0.0F
[ —0sk
b ‘ — e ‘ — =
-2 -1 0 -2 -1 0
t— t—
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m Pacotes de Daubechies

¢ Usando os filtros h; associados as diferentes fungdes de Daubechies podemos construir bases de pacotes de onduletas

associadas a cada D,,.

900,0,0([) de D2 (,01’0’0([) de D2 (102’0’0([) de D2 (103’0’0([) de D2
2+ 2 [
L L
0 Af 0 //\ A A A A
o - Y
Namu v
0 1 2 e 0 1 2 0 1 2 Cl 0 1
900,0,0([) de Ds (101’0’0([) de D3 (102’0’0([) de D3 903,0,0([) de Ds
2
1,
17 /\ 17 A 17 A
/\ NN A 0 “\IA V/Av"‘ 0 V/\_A A
0 e \/ -1y \,/
o 1 2 3 4 s -2 -1 0o 1 2 3 -1 0 1 2 3 4 3 5 -1 o 1 2
Po0.0() de Dy ®1,00() de Dy ®200() de Dy ®300() de Dy
| /\ | /\ l\
1r 1h
"Aﬂ Mm A 0 N A A"
/\ "\ N 0 V V y ATATRY,
VAR VUV
T T T R S S R B R o 1 2 3 4 s 43 2 10 1 2
900,0,0([) de DS (,01’0’0([) de D5 (102’0’0([) de D5 (103’0’0([) de D5
1 L Nl p 1 /\
0 V/\ I\\r 0 VAV '\\VAVA' 0 'AVAVA VA_
0N U
0 — Ll ol
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 —4-3-2-10 1 2 3 4 5 -2-101 2 3 456 7 —6-5-4-3-2-10 1 2 3
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