




Nesta imagem faz-se  uma comparação entre os gráficos de fase duma transformada de onduleta de Morlet (CWT) e duma 
transformada de Gabor (WFT) dum sinal harmónico com uma singularidade localizada num intervalo de tempo muito curto. Note-
se a melhor localização tanto em tempo como em frequência da CWT de Morlet, mesmo com janelas de largura diferente.

Morlet CWT (frequência característica Νc à direita é dobro da da esquerda) versus Gabor WFT (largura da janela a à direita o 

dobro da largura à esquerda)

� Aná lise Multiresolução

A análise multresolução permite a construção de bases ortonormadas discretas de onduletas, e mesmo 

algumas delas com suporte compacto.

Assumindo que conseguimos encontrar um conjunto discreto de onduletas Ψ j,kHtL ortonormadas, a 

fórmula de reconstrução descreve a aproximação de f HtL pelas suas representações IW j f M HtL à escala 

a = 2- j, obtidas somando nesta escala todas as contribuições para k Î Z:

(250)

f  HtL = â
j,k ÎZ

f j,k Ψ j,k  HtL =â
jÎZ

IW j f M HtL

IW j f M HtL =â
kÎZ

f j,k Ψ j,k  HtL
¨ O conjunto de todas as possíveis combinações lineares de onduletas Ψ j,kHtL para j fixo é um subespaço de Hilbert W j Ì L2HRL 

para o produto escalar 

(251)YW j f ,W j g] =â
kÎZ

f j,k
*  g j,k

¨ Com onduletas ortogonais, os subespaços W j e Wi são ortogonais se i ¹ j, e como todas as funções de L2HRL podem ser assim 

reconstruídas concluimos que

(252)L2HRL = Å
jÎZ

W j

¨ Uma outra forma de decompor L2HRL consiste em acumular os subespaços Wi desde a escala mais grossa a = 2¥ até à escala 

a = 2- j, i.e. construir os subespaços

(253)V j = Å
i=-¥

j-1

Wi = ¼ Å W j-2 Å W j-1

¨ Os espaços V j formam uma sequência de subespaços de dilatação V j Ì V j+1 o que significa que se h jHtL Î V j então h jH2 tL Î V j+1 
e vice-versa.

Demonstração : 

h j HtL = â
i=-¥

j-1

hi HtL = â
i=-¥

j-1

â
kÎZ

hi,k  
"######

2i  Ψ I2i t - kM Î V j

h
�

 HtL = h j H2 tL = â
i=-¥

j-1

â
kÎZ

hi,k  
"######

2i  Ψ I2i ´ 2 t - kM =
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= â
i+1=-¥

H j+1L-1

â
kÎZ

���������������
hi,k

�!!!!!
2

 
"###########

2i+1  Ψ I2i+1 t - kM = â
i=-¥

j

h
�

i HtL Î V j+1

CQD 

¨ Uma função f HtL Î L2HRL pode então ser sucessivamente aproximada com mais e mais detalhes à medida que j ® ¥ pelas suas 
somas parciais

(254)IS j f M HtL = â
i=-¥

j-1

HWi f L HtL Î V j

è Exemplo (Mallat-"A  Wavelet Tour of Signal Processing" ,p. 151)

¨ Nesta figura um sinal f HtL é decomposto nas suas componentes a diferentes escalas da transformada de onduletas mais a 

média à escala mais grossa.

è Exemplo (Guo, "Introduction to Wavelets and Wavelet Transforms-A  Primer", p. 21-22)

¨ Esta imagem mostra a relação entre as projecções dum sinal f HtL nos diferentes espaços V j e W j  para diferentes escalas 

j = 0, ¼, 7.

è Exemplo (Guo, "Introduction to Wavelets and Wavelet Transforms-A  Primer", p. 24-25)

¨ Esta imagem mostra a relação entre as projecções dum chilro com frequência variável  nos diferentes espaços V j e W j  para 

diferentes escalas j = 0, ¼, 7.

Uma análise  multiresoluç ão de L2HRL consiste na construção duma sequência de sub-espaç os 

vectoriais 9V j Ì L2HRL= jÎZ que verificam as seguintes condições:

   a) V j Ì V j+1.

   b) A união æ
jÎZ

V j é densa em L2HRL.

   c) A intersecção è
jÎZ

V j = 80<.

   d) h jHtL Î V j � h jH2 tL Î V j+1

   e) h0HtL Î V0 � h0Ht - kL Î V0

   f) Existe uma função de escala ΦHtL tal que :ΦHt - kL>
kÎZ

 forma uma base ortonormada de V0.

A última condição implica que uma base ortonormada de V j é Φ j,k =
"#######

2j  ΦI2j t - kM. Por outro lado, como 

V0 Ì V1 tem-se  necessáriamente a equaç ão de dilataç ão
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(255)

Φ HtL ="#####2  â
kÎZ

hk  Φ H2 t - kL
�

Φ0,0 HtL =â
kÎZ

hk  Φ1,k  HtL
¨ Óbviamente que em geral

(256)Φ j-1,k¢  HtL =â
kÎZ

hk  Φ j,k+2 k¢  HtL
Demonstração : 

Φ j-1,k¢  HtL =
"###########

2j-1  Φ I2j-1 t - k¢M =
"#######

2j  â
kÎZ

hk  Φ I2j t - 2 k¢ - kM =â
kÎZ

hk  Φ j,k+2 k¢  HtL

CQD

¨ Pela ortonormalidade da base Φ1,kHtL de V1

hk = XΦ1,k, Φ\ = â
k¢ÎZ

hk¢  XΦ1,k, Φ1,k¢\ = â
k¢ÎZ

hk¢  ∆k,k¢

¨ Integrando a equação de dilatação pode-se  mostrar que os coeficientes de escala obedecem a 

(257)â
kÎZ

hk ="#####2
Demonstração :

à
-¥

¥

Φ HtL â t ="#####2  â
kÎZ

hk  à
-¥

¥

Φ H2 t - kL â t =

= ���������������
1

�!!!!!
2

 â
kÎZ

hk  à
-¥

¥

Φ H2 t - kL â H2 t - kL =
i
k
jjjjjj ���������������

1

�!!!!!
2

 â
kÎZ

hk

y
{
zzzzzz à

-¥

¥

Φ HΞL â Ξ

CQD

¨ Por outro lado, pela ortogonalidade da base ΦHt - kL em V0

(258)â
kÎZ

hk  hk+2 m
* = ∆0,m

Demonstração : 

∆0,m =à
-¥

¥

Φ HtL Φ* Ht - mL â t = â
k,k¢ÎZ

hk  hk¢
*  à

-¥

¥

Φ H2 t - kL Φ* H2 t - 2 m - k¢L â H2 tL = â
k,k¢ÎZ

hk  hk¢
*  ∆k,k¢+2 m

CQD

¨ Separando a soma em (257) em termos pares e ímpares, e somando (258) em m separando igualmente em termos pares e 

ímpares obtemos as duas equações 

259)
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Ψ j-1,k¢  HtL =
"###########

2j-1  Ψ I2j-1 t - k¢M =
"#######

2j  â
kÎZ

gk  Φ I2j t - 2 k¢ - kM =â
kÎZ

gk  Φ j,k+2 k¢  HtL

CQD

¨ Os coeficientes de onduleta são

(264)gk = XΦ1,k, Ψ\
¨ Note-se  que esta equaç ão de onduleta  implica que as onduletas assim obtidas obedecem à condição de ortogonalidade nos 

coeficientes de escala hk onduleta gk

(265)â
kÎZ

gk  hk-2 m
* = 0

Demonstração : 

à
-¥

¥

Ψ HtL Φ* Ht - mL â t = 0

à
-¥

¥"#####2  â
k=Z

gk  Φ H2 t - kL "#####2  â
k¢ÎZ

hk¢
*  Φ* H2 t - 2 m - k¢L â t =

= â
k,k¢ÎZ

gk  hk¢
*  à

-¥

¥

Φ H2 t - kL Φ* H2 t - k + k - 2 m - k¢L â H2 t - kL =

= â
k,k¢ÎZ

gk  hk¢
*  ∆0,k-2 m-k¢ =â

kÎZ

gk  hk-2 m
* = 0

CQD

Transformada de Fourier da Equaç ão de Dilataç ão:

¨ Usando a transformada de Fourier podemos escrever a Equação de Dilatação na forma dual

(266)F HΝL = ���������������
1

�!!!!!
2

 H K ����
Ν

2
O F K ����

Ν

2
O

Demonstração : 

H HΝL =â
kÎZ

hk  ã-2 Π ä Ν k

F HΝL = FΝ HΦL =à
-¥

¥

Φ HtL ã-2 Π ä Ν t  â t

F HΝL =â
kÎZ

"#####2  hk  à
-¥

¥

Φ H2 t - kL ã-2 Π ä Ν t  â t =â
kÎZ

���������������
1

�!!!!!
2

 hk  ã-2 Π ä ����
Ν

2
 k  à

-¥

¥

Φ H2 t - kL ã-2 Π ä I ����Ν

2
M H 2 t-kL â H2 t - kL =

= ���������������
1

�!!!!!
2

 â
kÎZ

hk  ã-2 Π ä ����
Ν

2
 k  F K ����

Ν

2
O = H K ����

Ν

2
O F K ����

Ν

2
O

CQD
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CQD

¨ Usando recursão podemos escrever a função de escala como

(267)F HΝL = F H0L ä
k=1

¥ i
k
jjjjj ���������������

1

�!!!!!
2

 H 
i
kjjj �������

Ν

2k

y
{zzz
y
{
zzzzz

Condições de Ortonormalização das Funções de Escala

¨ Numa análise multiresolução a função de escala Φ gera por translações uma base ortonormada de V0 que deve verificar

(268)à
-¥

¥

Φ HtL Φ* Ht - kL â t = IΦø Φ
��M HkL = ∆0,k

¨ Note-se  que

(269)FΝ IΦø Φ
��M =  F HΝL¤2

¨ Relembrando a fórmula da soma de Poisson onde gHtL e GHΝL são transformadas de Fourier uma da outra, 

(270)�����
1

L
 â
k=-¥

¥

G I ����k
L
M ã2 Π ä k ����

t

L = â
n=-¥

¥

g Ht - n LL

¨ e usando L = 1, t = Ν, GHkL = IΦø Φ
��M HkL e gHΝL =  FHΝL¤2 obtém-se  da ortonormalização da base de V0 que

(271)â
kÎZ

IΦø Φ
��M HkL ã-2 Π ä Ν k =â

kÎZ

 F HΝ - kL¤2 = 1

Condições de Ortonormalidade e Filtros Simétricos em Quadratura

(272) H HΝL¤2 +
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄH 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 2

Demonstração : 
¨ A partir da versão dual da Equação de Dilatação

(273)F HΝL = ���������������
1

�!!!!!
2

 H K ����
Ν

2
O F K ����

Ν

2
O

(274) F H2 ΝL¤2 = ����
1

2
  H HΝL¤2  F HΝL¤2

¨ De acordo com a fórmula (271) para a frequência Ν - ���
1

2
 k obtemos

(275)â
kÎZ

 F H2 Ν - kL¤2 = ����
1

2
 â
kÎZ

ÄÄÄÄ ÄÄÄÄH 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2
 k
y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

 
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄF 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2
 k
y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 1

¨
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Separando os termos pares e ímpares da soma em k Î Z 

(276)����
1

2
 â
kÎZ

 H HΝ - kL¤2  F HΝ - kL¤2 + ����
1

2
 â
kÎZ

ÄÄÄÄ ÄÄÄÄH 
i
k
jjjjΝ - k - ����

1

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

 
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄF 
i
k
jjjjΝ - k - ����

1

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 1

¨ Note-se  que H HΝL =â
kÎZ

hk  ã-2 Π ä Ν k = H HΝ - k¢L para k¢ Î Z, i.e. HHΝL é periódica com período DΝ = 1, pelo que

(277)
����
1

2
  H HΝL¤2 â

kÎZ

 F HΝ - kL¤2 + ����
1

2
 
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄH 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

 â
kÎZ

ÄÄÄÄ ÄÄÄÄF 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2
- k
y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 1

¨ Novamente de acordo com a fórmula (271) â
kÎZ

 F HΝ - kL¤2 =â
kÎZ

¡F IΝ - ���1
2

- kM¥2 = 1 pelo que

(278) H HΝL¤2 +
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄH 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 2

CQD 

¨ Esta condição define um Filtro Simétrico em Quadratura (QMF) de meia-banda.  De facto este filtro é simétrico em relação a 

Ν = ���
1

2
 e anula-se  aí.

(279)â
kÎZ

hk ="#####2 = H H0L �  H H0L¤2 = 2 ;
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄH 
i
k
jjjj ����
1

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 0

(280) H HΝL¤2 = 2 -
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄH 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

Condições de Ortonormalização para as Onduletas

¨ As onduletas Ψ0,kHtL Î W0 definidas a partir da equação de onduletas

(281)Ψ HtL ="#####2  â
k=Z

gk  Φ H2 t - kL
¨ são ortogonais às funções de escala Φ0,kHtL Î V0 se e só se os coeficientes de onduleta gke de escala hk obedecerem a

(282)gk = ±H-1Lk  hN-k
*

¨ para um Filtro finito de comprimento N, ou em geral

(283)gk = H-1Lk  h1-k
*

Óbviamente, da ortogonalidade das translações das onduletas e funções de escala à mesma escala 

pode-se  concluir as relações de ortogonalidade entre onduletas a escalas diferentes, e entre onduletas 

e funções de escala em escalas diferentes. 

(284)W j Å V j = V j+1 ; W j+1 ¦ V j+1 � W j+1 ¦W j

Devido à equação de dilatação, as funções de escala a escalas diferentes não são óbviamente 

ortogonais.

Transformada de Fourier da Equação de Onduletas

285)
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Y HΝL = ���������������
1

�!!!!!
2

 G K ����
Ν

2
O F K ����

Ν

2
O

G HΝL =â
kÎZ

gk  ã-2 Π ä Ν k

A condição de ortogonalidade entre onduletas e funções de escala traduz-se  na relação entre filtros

(286)G HΝL = ã-2 Π ä JΝ+ ����
1

2
N H* 
i
k
jjjjΝ + ����

1

2

y
{
zzzz

Demonstração :

G HΝL =â
kÎZ

H-1Lk  h1-k
*  ã-2 Π ä Ν k = ã-2 Π ä Ν  â

kÎZ

ãΠ ä k  h1-k
*  ã2 Π ä Ν H1-kL =

= -ã-2 Π ä Ν  â
kÎZ

ã2 Π ä ����
1

2
 H1-kL h1-k

*  ã2 Π ä Ν H1-kL = ã-2 Π ä JΝ + ����
1

2
N â

kÎZ

h1-k
*  ã2 Π ä J Ν + ����

1

2
N H1-kL

CQD

¨ A função GHΝL é também periódica de período DΝ = 1 e 

(287)

 G HΝL¤2 +
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄG 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 2

G HΝL H* HΝL+ G 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz H* 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz = 0

Demonstração :
¨ Da ortogonalidade entre W0 e V0 resulta

(288)à
-¥

¥

Ψ HtL Φ* Ht - kL â t = IΨø Φ
��M HkL = 0

(289)FΝ IΨø Φ
��M = Y HΝL F* HΝL

¨ A transformada discreta de Fourier é, usando a fórmula da soma de Poisson

(290)â
kÎZ

IΨø Φ
��M HkL ã-2 Π ä Ν k =â

kÎZ

Y HΝ - kL F* HΝ - kL = 0

¨ Usando as Equação de Dilatação e Onduleta transformadas

(291)â
kÎZ

Y HΝ - kL F* HΝ - kL = ����
1

2
 â
kÎZ

G 
i
k
jjjj ����������������

Ν - k

2

y
{
zzzz H* 
i
k
jjjj ����������������

Ν - k

2

y
{
zzzz 
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄF 
i
k
jjjj ����������������

Ν - k

2

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 0

¨ Uma vez mais separando no somatório os índices pares e ímpares

292)
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����
1

2
 â
kÎZ

G K ����
Ν

2
- kO H* K ����

Ν

2
- kO £F K ����

Ν

2
- kO§2 + ����

1

2
 â
kÎZ

G 
i
k
jjjj ����������������

Ν - 1

2
- k
y
{
zzzz H* 
i
k
jjjj ����������������

Ν - 1

2
- k
y
{
zzzz 
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄF 
i
k
jjjj ����������������

Ν - 1

2
- k
y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

=

����
1

2
 G K ����

Ν

2
O H* K ����

Ν

2
O â

kÎZ

£F K ����
Ν

2
- kO§2 + ����

1

2
 G 
i
k
jjjj ����������������

Ν - 1

2

y
{
zzzz H* 
i
k
jjjj ����������������

Ν - 1

2

y
{
zzzz â

kÎZ

ÄÄÄÄ ÄÄÄÄF 
i
k
jjjj ����������������

Ν - 1

2
- k
y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

= 0

¨ Como â
kÎZ

 F HΝ - kL¤2 = 1 e esta expressão é válida para qualquer Ν, obtém-se  assim

(293)
G HΝL H* HΝL+ G 

i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz H* 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2

y
{
zzzz = 0

CQD
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� Transformada de sinais finitos (DTWT)

Assumindo que temos uma análise mutli-resoluç ão de L2HRL, e designando por VL a escala mais grossa 

que estamos interessados em representar, então 

(294)L2 HRL = VL Å WL Å WL+1 Å ¼

¨ Isto significa que qualquer função f HtL Î L2HRL pode ser representada na forma

(295)

f  HtL =â
kÎZ

sL,k ΦL,k  HtL+â
kÎZ

â
j=L

¥

w j,k Ψ j,k  HtL

sn,k = XΦn,k, f \ ; w j,k = YΨ j,k, f ]
Na prática não é possível obter detalhes com resoluções infinitas, por isso vamos assumir que um sinal 

f HtL é amostrado com uma resolução máxima J, ou seja fJHtL Î VJ  é a melhor aproximação que 

conseguimos obter do sinal. De acordo com uma multiresolução, podemos escrever

(296)fJ  HtL =â
kÎZ

sJ,k  ΦJ,k  HtL

Fazendo uma amostragem uniforme do sinal com N = 2M pontos num intervalo DT = @t0, t1D, o sinal f HtL é 

representado pelas suas amostras fk = f HtkL nos pontos tk = t0 + k ∆t = t0 + k �������DT
N

. Podemos igualmente 

optar por usar um sinal dilatado e translado fNHkL = f It0 + Ik + �����N
2
M �������DT

N
M no intervalo A- �����N

2
, �����N

2
E.

¨ Como VJ = VJ-1 Å WJ-1 vamos poder representar fJHtL como

(297)fJ  HtL =â
kÎZ

sJ-1,k  ΦJ-1,k  HtL+â
kÎZ

wJ-1,k  ΨJ-1,k  HtL

¨ Contudo, usando as equações de dilatação e onduletas, podemos agora relacionar os coeficientes sJ-1,k e wJ-1,k desta 

decomposição (uma aproximação mais grossa e detalhes) com os coeficientes sJ,k iniciais.

¨ Para a aproximação à escala J - 1 temos

(298)sJ-1,k = â
k¢ÎZ

sJ,k¢  hk¢-2 k
*

Demonstração :

(299)sJ-1,k = XΦJ-1,k, fJ\ = â
k¢ÎZ

sJ,k¢  XΦJ-1,k, ΦJ,k¢\

(300)ΦJ-1,k  HtL = â
k²ÎZ

hk²  ΦJ,k²+2 k  HtL

(301)sJ-1,k = â
k¢,k²ÎZ

sJ,k¢  hk²
*  XΦJ,k²+2 k, ΦJ,k¢\ = â

k¢,k²ÎZ

sJ,k¢  hk²  ∆k¢,k²+2 k = â
k¢ÎZ

sJ,k¢  hk¢-2 k

CQD

¨ Note-se  que de acordo com esta fórmula um sinal finito de N = 2M  valores sJ,k diferentes de zero para k = 0, 1, ¼, N - 1 

produzirá apenas �����
N

2
 valores sJ-1,k diferentes de zero para k > 0.
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sJ-1,0 � h0 sJ,0 + h1 sJ,1 + h2 sJ,2 + h3 sJ,3 + h4 sJ,4 + h5 sJ,5 + h6 sJ,6 + h7 sJ,7 + h8 sJ,8 + h9 sJ,9 + h10 sJ,10

sJ-1,1 � h0 sJ,2 + h1 sJ,3 + h2 sJ,4 + h3 sJ,5 + h4 sJ,6 + h5 sJ,7 + h6 sJ,8 + h7 sJ,9 + h8 sJ,10 + h9 sJ,11 + h10 sJ,12

sJ-1,2 � h0 sJ,4 + h1 sJ,5 + h2 sJ,6 + h3 sJ,7 + h4 sJ,8 + h5 sJ,9 + h6 sJ,10 + h7 sJ,11 + h8 sJ,12 + h9 sJ,13 + h10 sJ,14

sJ-1,3 � h0 sJ,6 + h1 sJ,7 + h2 sJ,8 + h3 sJ,9 + h4 sJ,10 + h5 sJ,11 + h6 sJ,12 + h7 sJ,13 + h8 sJ,14 + h9 sJ,15

sJ-1,4 � h0 sJ,8 + h1 sJ,9 + h2 sJ,10 + h3 sJ,11 + h4 sJ,12 + h5 sJ,13 + h6 sJ,14 + h7 sJ,15

sJ-1,5 � h0 sJ,10 + h1 sJ,11 + h2 sJ,12 + h3 sJ,13 + h4 sJ,14 + h5 sJ,15

sJ-1,6 � h0 sJ,12 + h1 sJ,13 + h2 sJ,14 + h3 sJ,15

sJ-1,7 � h0 sJ,14 + h1 sJ,15

sJ-1,8 � 0

sJ-1,9 � 0

sJ-1,10� 0

sJ-1,11� 0

sJ-1,12� 0

sJ-1,13� 0

sJ-1,14� 0

sJ-1,15� 0

¨ Para os detalhes à escala J - 1 obtemos de forma  análoga �����
N

2
 valores diferentes de zero

(302)wJ-1,k = â
k¢ÎZ

sJ,k¢  gk¢-2 k
*

Demonstração :

(303)wJ-1,k = XΨJ-1,k, fJ\ = â
k¢ÎZ

sJ,k¢  XΨJ-1,k, ΦJ,k¢\

(304)Ψ j-1,k  HtL = â
k²ÎZ

gk²  Φ j,k²+2 k  HtL

(305)wJ-1,k = â
k¢,k²ÎZ

sJ,k¢  gk²
*  XΦJ,k²+2 k, ΦJ,k¢\ = â

k¢,k²ÎZ

sJ,k¢  gk²
*  ∆k¢,k²+2 k = â

k¢ÎZ

sJ,k¢  gk¢-2 k
*

CQD

¨ Repetindo o processo agora com o sinal fJ-1HtL =â
kÎZ

sJ-1,k  ΦJ-1,kHtL obtemos outro par 

(306)
sJ-2,k = â

k¢ÎZ

sJ-1,k¢  hk¢-2 k
*

(307)wJ-2,k = â
k¢ÎZ

sJ-1,k¢  gk¢-2 k
*

¨ Por fim, iterando este processo, chegamos à expressão

(308)fJ  HtL =â
kÎZ

sL,k  ΦL,k  HtL+â
j=L

J-1

â
kÎZ

w j,k  Ψ j,k  HtL

Para um sinal finito de comprimento N = 2n podemos verificar que apenas N �2 dos coeficientes sJ-1,k e 

wJ-1,k são diferentes de zero, contra N �4 dos coeficientes sJ-2,k e wJ-2,k e assim sucessivamente. Para 

um filtro de comprimento K, o número de operações requeridas para executar esta transformada será
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(309)sJ-1,k = â
k¢ÎZ

sJ,k¢  hk¢-2 k
* = â

k²ÎZ

sJ,k²+2 k  hk²
*

(310)wJ-1,k = â
k¢ÎZ

sJ,k¢  gk¢-2 k
* = â

k²ÎZ

sJ,k²+2 k  gk²
*

(311)K N  
i
k
jjjj1 + ����

1

2
+ ����

1

4
+ ¼
y
{
zzzz < 2K N

D S

DS SS

DSS SSS

DSSS SSSS

sJ,0 sJ,1 sJ,2 sJ,3 sJ,4 sJ,5 sJ,6 sJ,7 sJ,8 sJ,9 sJ,10 sJ,11 sJ,12 sJ,13 sJ,14 sJ,15

wJ-1,0 wJ-1,1 wJ-1,2 wJ-1,3 wJ-1,4 wJ-1,5 wJ-1,6 wJ-1,7 sJ-1,0 sJ-1,1 sJ-1,2 sJ-1,3 sJ-1,4 sJ-1,5 sJ-1,6 sJ-1,7

wJ-2,0 wJ-2,1 wJ-2,2 wJ-2,3 sJ-2,0 sJ-2,1 sJ-2,2 sJ-2,3

wJ-3,0 wJ-3,1 sJ-3,0 sJ-3,1

wJ-4,0 sJ-4,0

wJ-1,0 wJ-1,1 wJ-1,2 wJ-1,3 wJ-1,4 wJ-1,5 wJ-1,6 wJ-1,7

wJ-1,0 wJ-1,1 wJ-1,2 wJ-1,3 wJ-1,4 wJ-1,5 wJ-1,6 wJ-1,7

wJ-1,0 wJ-1,1 wJ-1,2 wJ-1,3 wJ-1,4 wJ-1,5 wJ-1,6 wJ-1,7

wJ-2,0 wJ-2,1 wJ-2,2 wJ-2,3

wJ-2,0 wJ-2,1 wJ-2,2 wJ-2,3 wJ-3,0 wJ-3,1

A transformada  de onduleta  inversa  procura reconstruir os coeficientes sJ,k a partir da informação dos 

detalhes w j,k e da aproximação mais grossa sL,k. As condições da análise multi-resoluç ão permitem uma 

reconstrução perfeita a partir do facto de que VL Å WL = VL+1, portanto

(312)sL+1,k¢ =â
kÎZ

sL,k  hk¢-2 k +â
kÎZ

wL,k  gk¢-2 k

Demonstração :

(313)ΦL,k  HtL = â
k²ÎZ

hk²  ΦL+1,k²+2 k  HtL � XΦL+1,k¢ , ΦL,k\ = hk¢-2 k

(314)Ψ j,k  HtL = â
k²ÎZ

gk²  Φ j+1,k²+2 k  HtL � YΦL+1,k¢ , Ψ j,k] = gk¢-2 k  ∆ j,L
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(315)

sL+1,k¢ = XΦL+1,k¢ , fJ\ =â
kÎZ

sL,k  XΦL+1,k¢ , ΦL,k\+â
j=L

J-1

â
kÎZ

w j,k  YΦL+1,k¢ , Ψ j,k] =

= â
kÎZ

sL,k  hk¢-2 k +â
j=L

J-1

â
kÎZ

w j,k  gk¢-2 k  ∆ j,L

CQD

¨ De forma semelhante se obtêm os valores para as aproximações em VL+2, ¼, VJ-1 iterando estas fórmulas.

(316)

sL+2,k¢ =â
kÎZ

sL+1,k  hk¢-2 k +â
kÎZ

wL+1,k  gk¢-2 k

»

sJ,k¢ =â
kÎZ

sJ-1,k  hk¢-2 k +â
kÎZ

wJ-1,k  gk¢-2 k
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