Representac des Tempo—Escala: Transformadas de Onduletas (WT)

e Transformadasdeonduleta

¢ No caso das onduletas os atomos tempo-frequéncia sdo gerados pelas translagdes e dilata¢cdes de uma onduleta—mée y(t)

_ B 1 t-b
Gab (1) =ap (1) = ﬁ v (T] (202
Tan (1) = Wap (1) = U, ) = —— [w [ﬂ) f () dt (203
\/El— —00 a
o Assumindo que [yl = 1
M = f :t W P dt=0 200

¢ A onduleta y,p(t) estad centradaem b

S , 1~ (t-b
= f t Wap OPdt = - f tw(—]
—oo aJ-co a

¢ A sua variancia é proporcional a da onduleta mée pelo factor de escala

()

¢ Uma onduleta analitica tem transformada de Fourier nula nas frequéncias negativas. Assim, designando por ¥ (v) = 7, ()

2

dt =Lo(b+ar) W @FPdr=b (209
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=) 00

dt= azf 2 @Pdr = @A (209

)
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¢ Para as onduletas reais 0 mesmo resultado acontece, excepto que a integragdo em v deve ser em todo o dominio R.
¢ As caixas de Heisenberg dos atomos tempo—frequéncia de onduletas v/, tém igualmente area constante

1 . ~ ~ so . ~
At&b XAvap = AtxXAv = o mas agora as suas dimensdes sdo variaveis, ou seja a resolugao em tempo escala com a, e em

PO 1
frequéncia com .
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m Caracteristicas

¢ As onduletas complexas devem ser analiticas, o que significa que a sua transformada de Fourier é real e nula para frequéncias
negativas v < 0. Podem assim ser usadas para separar as componentes de amplitude e fase.

o As onduletas reais sdo melhores para detectar as transi¢des rapidas de sinal. Exemplos: aresta de imagens ou sinais multi—
fractais.

m Exemplo de onduleta real: Onduletas de Marr (Mexican Hat)

2

¢ O Laplaciano de Gaussiana G(r) = —e 2.2 normalizada. O espectro tem suporte simétrico em relag&o a origem porque

Y = ¢(-1).
2 t2 _e 8 2.2.2
Y =VG(t)=-——— | —-1|e 27 = Fo W)=V (0) =4, [ - 5294227 (211
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m Exemplo de onduleta analitica: Onduletas de Morlet
2 2 .
U(t) = A(e"z’”' Vet _ p=27° VCZ) e T am VAT 2T Y() =F, W) ~ A 2 g4 pm2m® (vev)? (212

¢ Frequéncia caracteristica pode ser tomada como o centro do espectro de poténcia |\P(v)|2. O espectro s6 tem suporte para v > 0.
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¢ Nas onduletas de Morlet /5 a largura da janela a esta relacionada com a frequéncia caracteristica através da relagéo v, = %

[+] [+]
vo: 082 _ Vo = 0.82 0
a- 0.76 _q a- 1.52 0
b- 0.00 0 b- 0. 00 0

[Z0]

¢ Em contraste, nos atomos de Gabor g, (t) para a WFT, a frequéncia caracteristica é fixada por v; independentemente da
largura da janela a.

“ o
v-0.82 g v-0.82
a-200 5 A 4.00
b-000 ___ g be .00
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O, (D= e_”(T) it oy (D= e‘”(:) Q2mivt

2a? 2a?
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e Condicdo de Admissibilidade

m Uma onduleta—mae ¥(t) € uma funcédo em Lo(R), i.e. f |lp(t)|2 dt < +o0, que verifica a condi¢ &o de

admissibilidade seguinte, com ¥(v) = F,(i)):

v

00 LII 2
cv,:f o) dv < +oo (213
0

m A condi¢do de admissibilidade impde que as onduletas tenham area nula

¥0)=0 = fmw(t)dt=o (214

m Para transformadas multidimensionais com y(7) € Lo(R") a condi¢éo de admissibilidade escreve-se, com

W@ = T,W),

Cy = OOMSE)‘Z ds (219
W —f(; S < +oo

m Note-se que se F,_o() = ¥(0) = 0 e ¥(») € C}(R) entdo C; < +co.

¥(»v) e C{R) f w(l + [t [Y(®)] dt < +00 (219

e Definicio

m A accdo do grupo de Translagdes e Dilatagdes G = R, xsR sobre a onduleta—m&e gera as onduletas

Van(®) = —— w(—t_b] (217
ab (D)= 1

a a

¢ A transformada continua de onduletas associada ao frame de onduletas {4} €

1 00 t—-b
wa,b<f>=—f f(tw*[—]dt:wa,b, fy (218
Va Je a

m A Transformada de Onduleta pode ser vista como a accao de filtros lineares passa-banda em cada
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escala (porque ¥,(0) = 0)

Wap () = fxy,(b) (219

H " 1 * =1 * —
¢ Designando por (1) = = W ( ) entdo ¥, () =y (b-t)e

t
a

_ _ o 1 t ,
B0 =R 0= [ ()T a=Va v an 220
RV a

Wi (F) = f F () Pab-tydt= (Fx,)(b) = F5* (F ) ()

(227)
e Teoremade Calderdn (1964)e Grossman,Morlet (1984)
m A invertibilidade da transformada de onduletas é garantida pela condi¢cdo de admissibilidade.
o [P(1)|? 1 e e da
Cy :f dv<+oo = f@)= ——f f Wap (P Yapt)db — (222
0 v Cy Jo J-w a2
m Prova:
¢ Usando a representacao y(t) = % 'ﬁ(t;) e a fémula (219) podemos escrever
f Wap (F)Yap (O db =f (%) (D) Y (t =) db = ((f% i) * Yra) (1) (223
o Designando ¥a (v) = F, (U) = Va ¥* (@v) e ¥a0) = (W) = Va ¥(@v) ento
f Wap (D Yap O db=F1(F (Fx ) o () = F L (F ) ¥a () ¥a ) = FH(F ) al¥ (@v)f) (2249
¢ Trocando a ordem dos integrais vemos que
1 00 oo da 1 00 da 1 22
—f f Wap (Hap (O db — = — 772 [F (v)f ¥ (@) —} -~ FUFMC)=TO (229
C,/, 0 —00 a2 C‘/, 0 a Cl/,

= De forma analoga se mostra que quando Cy < +co se tem
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o 5 1 0o 0o ) da
f If )l d/tz—f f [Wap (HI"db —
—oo Cl// 0 —0 a2

1 00 noo da
to=-— [ [ wuhwm@a=
CL/, 0 -0 a2

(229

m Existéncia de Kernel replicativo:
o A grande redundancia da transformada continua de onduletas sugere que nem todas as fungdes em G séo transformadas de

onduletas de uma funcéo f(t). Pelo teorema de Calderdn pode-se verificar que existe um kernel que verifica para as
transformadas continuas

K (a3, ab) = (o, Yap) (227)

00 oo da
W)= [ [ K@, ab) o ()b — (229
—o0 a

m A ldentidade de Calderdn é a expresséo do seu teorema como a Decomposi¢ 4o da Identidade em
termos do Operador de Convolugdo com 4(t):

1 1 _
Da(f)(t) = —— (Fxy) () ; Dif ()= ——(f*u,)®) 229
NieH NeH
00 da 00 da
f DD — =1 = f(t)=f (Da D} (D) () — (230
0 a2 0 a2

e Funcgdesde Escalae Onduletas

m Designamos por fung 8o de escala associada & onduleta-mé&e y(t) a fungdo ¢(t) cuja transformada de

Fourier é ®(v), e definida através do seu médulo

) da 00 dn
() = f @k = = f (2 — (231)
1 a v n

¢ De acordo com a condigéo de admissibilidade ¢(t) deve ser a resposta impulsiva de um filtro passa-baixos ja que

liml® (»)I” = C, (232

y-0

¢ E possivel mostrar que com esta definicéo ||¢|| = 1 para onduletas normalizadas.

~ o o da [ (o da
161 = f DR dy = fl f @ dv— - fl f ol dy— =1 (233

¢ Usualmente a transformada de onduleta W,;,(f) é conhecida para escalas a < @, 0 que corresponde a trabalhar com uma

resolugdo maxima.
¢ De acordo com o teorema de Calderd n podemos obter a fungao original usando a informagao de onduletas até a escala a e

completando—-a com o coeficiente de uma fungéo de escala ¢,(t) = % ¢(§)
a

E A reconstrucéo de uma fungdo f(t) em termos de onduletas y,p(t) e funcéo de escala ¢a(t) é
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1 _ da 1 _
f(t):C—f((f*wa)*wa)(t)—er—((f*qsa)*%)(t) (239

v & Cya

¢ O termo (f* &a) (b) representa uma aproximag &o de baixas frequé ncias de f(t), e tal como a transformada de onduleta pode
escrever-se

1 _ 1 0o t—b
Sa(f)(b)= —— (fx¢,) (b) = —f f(t)¢*[—]dt (239
\’ Cw \/E - a

m A férmula de reconstrugdo (234) pode assim escrever-se

1 @ da
f0=— [ (DiHrue)0 = + (84 (% 6,) () 236
Cy

& 0% C,/,

m Prova:

¢ Primeiro vamos mostrar a seguinte identidade, onde g(t) = g*(-t), F(v) = F,(f) e G(v) = ,(9).
FLFMIGOP) =(fx@*g) (1) (237)

a Prova

?—t_l (F ) |G(V)|2) = fmG MFWG (v 27Vt gy —

fm(fmg(f) e—27rm'v§ d/f) (fmf (T) e—Zﬂm’v‘r d/T)(fwg(n) e—27rivr7 d/n) eZﬂﬁvt dy =
=fmg(§)fmf(r)fmg* (n)(fmez””“’f“i’”alv)alnalrdg =
- [s@ [ 10([ gmon-@rr-v anjarae -
e e e (239
- [ so([ foge-tenar)ae-

=I:g(§)(£:f(T)@(t—g_T)dT)dgz

=f 9O (% Q) (t—&) dé =

=@ (Fx @O =((F*x*0) (1)

¢ Relembrando que f Wap (Hap ) db = ((f* Ja) * 'ﬁa) ®

(ee]

1 o _ da 1 o~ _ da
f)=— f a) —/— t—/— fxy, a) () —
® C¢fo(( *¢a)*¢)a2+c¢£ (1+7a) va) 0 = (239
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O dltimo termo escreve-se

1 Wf* da 1 r~ nda 1 o ,da
—C;fa (( *wa)*wa)(t)g—afa Fr (F(v)wa(vn)—az——a;ﬁ [F(V)fa %o (V)] ;) (240
o Como ya(t) = 7%1//(%) e¥,(v)=Va ¥av)
00 ,da 00 ,da 00 ,ds 2
f L )2 2 = f w@an? = = f ¥ sa v = = [ @) (242
@ a2 a a 1 S

¢ Fazendo ¢,(t) = % ¢(§) a sua transformada de Fourier é ®, (v) = Va ® (av) e assim
(3

1 _
—(F [F(v) f %2 )] —]z — FHFO) 0. WF) = oo (0 x00)® (243
(2

m Equacéo de Dilatacédo

¢ Para f(t) = ¢a(t) = 71: ¢(lg) e a = 1 obtemos, na condigdo de ortogonalidade adequada,
a

t </ a _
¢(—)=f — (¢ax¢) (D) p (t—b)db (2449
a o Cy
m Exemplo: Resposta de Frequéncia para Onduletas e Fungdo de Escala de Marr
2
¢ Para o Laplaciano de Gaussiana G(r) = ¢ 22 normalizada, as transformadas de Fourier da onduleta y(t) e da funcéo de escala
¢(t) sdo respectivamente:

V() =4 § 052 7942 p-272 2 o) = i o2 i/
V3 V3

T T
15- 1

2T (245

151 b

1.0r 4 1.0 4

W)
()

0.5( , 05r 1

0.0t . . J 0.0t
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.c -1.0 -05 0.0 0.5 1.c

V- V-

© 4/24/08 46— © A. Rica da Silva, Prof. IST



