
Representaç ões Mistas:  Tempo−Frequê ncia  e Tempo−Escala
� Átomos  Tempo−Frequê ncia

Uma família de átomos tempo−frequência :gk>
kÎG

onde k representa vários parâmetros, permite 

correlacionar um sinal com regiões bem localizadas em tempo e frequência. Assumindo gk Î L2HRL e 

°gk´ = 1, se gkHtL » 0 quando  t - tk¤ > Σk,t a seguinte transformada depende dos valores de f  apenas na 

vizinhança de t = Τ

(151)Tk H f L = Xgk, f \ =à
-¥

¥

f  HtL gk*  HtL â t

Pela fórmula de Parseval, designando por GkHΝL = FΝHgkL e FHΝL = FΝH f L, pode−se ver que a transformada 

anterior só depende de valores de FHΝL numa vizinhança dual de um certo Νk já que GkHΝL » 0 para  Ν - Νk¤ > Σk,Ν

(152)Tk H f L = XGk, F\ =à
-¥

¥

F HΝL Gk*  HΝL â Ν

(153)Xgk, f \ = H f * gk
* L H0L = Ft=0

-1 HF Gk
*L

è Exemplos

Base Harmónica

¨ Escolhendo  :hn>
nÎZ

 uma base ortonormal  de L2H @0, a@ L pode−se construir uma base :gn,m>
n,mÎZ

 tal que as mudanças de f  num 

intervalo @m1 a, m2 a D apenas afectam os coeficientes Xgn,m , f \ com m1 £ m £ m2. 

(154)gn,mHxL =
Ø≤
∞
±
≤

hnHx - maL x Î @ma , Hm+ 1L a@
0 resto

¨ Contudo os gn,m introduzem discontinuidades que podem não existir em f ,  o que se reflecte na presença de componentes de 

alta frequência (alto n) artificialmente introduzidos por esta partição de R em intervalos disjuntos

Átomos de Gabor 

(155)ga,b,Ω HtL = ���������������
1

�!!!!!
a

 h 
i
k
jjjj ���������������
t - b

a

y
{
zzzz ãi Ω t ; h HtL = ���������������

1

�!!!!!
Π

4
 ã

- ������
t2

2
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a LarguradaJanela
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b + a FimdaJanela

Onduletas

¨ As onduletas são átomos tempo−frequência gerados pelas translações e dilatações de uma onduleta−mãe ΨHtL
(156)ga,b HtL = ���������������

1

�!!!!!
a

 Ψ 
i
k
jjjj ���������������
t - b

a

y
{
zzzz

è Caixas de Heisenberg

Os átomos gkHtL estão centrados em t = Xt\k onde 

(157)Xt\k =à
-¥

¥

t  gk HtL¤2 â t

De forma semelhante as transformadas de Fourier GkHΝL estão centradas em Ν = Νk onde

(158)XΝ\k =à
-¥

¥

Ν  Gk HΝL¤2 â Ν

A localização temporal dos átomos gkHtL é dada por 

(159)Dtk =$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%à
-¥

¥Ht - Xt\kL2  gk HtL¤2 â t

A localização em frequência dos GkHΝL é de forma análoga

(160)DΝk =$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%à
-¥

¥HΝ - XΝ\kL2  Gk HΝL¤2 â Ν

A resoluç ão tempo−frequê ncia  dum átomo gkHtL é representada por um rectângulo centrado em 

8tk, Νk< no plano tempo−frequência, com dimensões Dtk ´ DΝk. Já mostrámos anteriormente que 

(161)Dtk ´ DΝk ³ ����������
1

4 Π
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No plano tempo−frequência não existe nenhuma função perfeitamente localizada num ponto 8t, Ν<, 
apenas rectângulos de área ³ �������

1
4 Π

 podem associar−se a funções. Assim a energia  Xgk, f \¤2 está 

efectivamente distribuída pela caixa de Heisenberg centrada em 8tk, Νk<.

è Transformadas de Gabor (WFT)

As transformadas de Fourier de Tempo Finito (ou de Janela) correspondem a escolher uma janela 

simétrica real hHtL = hH-tL, normalizada com °h´ = 1, e usar átomos de Gabor generalizados com k = 8Τ, Η<
(162)gΤ, Η HtL = h Ht - ΤL ã2 Π ä Η t

¨ Como hHtL = hH-tL a função t hHtL é ímpar, pelo que obtemos

(163)Xt\ Τ, Η =à
-¥

¥

t  hHt - ΤL¤2 â t =à
-¥

¥Ht - ΤL  hHt - ΤL¤2 â t + Τ à
-¥

¥ hHt - ΤL¤2 â t = Τ

(164)
DtΤ,Η

2
=à

-¥

¥Ht - ΤL2 ¡gΤ,Η HtL¥2 â t =à
-¥

¥Ht - ΤL2  h Ht - ΤL¤2 â t =à
-¥

¥

t2  h HtL¤2 â t = Dt2

¨ De forma semelhante HHΝL = FΝHhL = HH-ΝL é real e simétrica (porque HH-ΝL* = HHΝL = HH-ΝL ) pelo que 

(170)GΤ, Η HΝL = H HΝ - ΗL ã2 Π ä HΝ-ΗL Τ
(171)XΝ\Τ,Η = Η

(172)DΝΤ,Η
2

= DΝ
2

Vê−se assim que não só a área mas também a largura e altura das caixas de Heisenberg para a WFT é 

constante  e independente  da sua localizaç ão, ou seja a resolução desta transformada é constante em 

todo o plano tempo−frequência.

Exemplo

(173)f  HtL = ã-2 Π ä Ξ t � F HΝL = ∆ HΝ - ΞL
¨ A sua transformada WFT está centrada na frequência XΗ\ = Ξ e espalha−se numa banda de largura DΗ =$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Ù-¥

¥
Ν2  HHΝL¤2 â Ν

(174)TΤ, Η H f L = YgΤ, Η, f ] = YGΤ, Η, F] =à
-¥

¥

∆ HΝ - ΞL H HΝ - ΗL ã-2 Π ä HΝ -ΗL Τ â Ν = H HΞ - ΗL ã-2 Π ä HΞ-ΗL Τ

Exemplo

(175)f  HtL = ∆ Ht - ΖL � F HΝL = ã2 Π ä Ν Ζ

¨ A sua transformada WFT está centrada no instante XΤ\ = Ζ e espalha−se numa banda de largura DΤ =$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Ù-¥

¥
t2  hHtL¤2 â t

(176)TΤ, Η H f L = YgΤ, Η, f ] =à
-¥

¥

∆ Ht - ΖL h Ht - ΤL ã-2 Π ä Η t  â t = h HΖ - ΤL ã-2 Π ä Η Ζ

Chilro 

(177)f  HtL = ã-Ha+ä bL t2 � F HΝL =$%%%%%%%%%%%%%%%%%%���������������������
Π

a + ä b
 ã

- ����������������
Π2 Ν2

a+ä b
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Fórmula de inversão da WFT

(178)f  HtL =à
-¥

¥à
-¥

¥YgΤ, Η, f ] gΤ, Η HtL â Η â Τ =à
-¥

¥à
-¥

¥

TΤ, Η H f L h Ht - ΤL ã2 Π ä Η t  â Η â Τ

Identidade de Parseval

(179)à
-¥

¥  f  HtL¤2 â t =à
-¥

¥à
-¥

¥¡YgΤ, Η, f ]¥2 â Η â Τ

Função de Ambiguidade

¨ A representação TΤ, ΗH f L de uma função f HtL é altamente redundante, o que significa que uma função FHΤ, ΗL  não é em geral a 

transformada de uma f HtL. A condição necessária e suficiente para que FHΤ, ΗL = TΤ, ΗH f L é que 

(180)F HΤ, ΗL =à
-¥

¥à
-¥

¥

F Ht, ΝL Yg t, Ν, gΤ, Η] â t â Ν

¨ O kernel replicativo K Ht, Τ; Ν, ΗL = Yg t, Ν, gΤ, Η] mede a sobreposição em tempo−frequência dos átomos g t,Ν e gΤ, Η, e decai com 

t - Τ e Ν - Η. A sua expressão pode escrever−se usando a mudança de variável s ® s+ ���
1

2
 Ht + ΤL

(181)K Ht, Τ; Ν, ΗL =à
-¥

¥

h Hs- tL h Hs- ΤL ã2 Π ä HΗ-ΝL s â s = ã
-2 ä Π HΝ-ΗL I ����������t+Τ

2
M
 à

-¥

¥

h 
i
k
jjjjs+ ����

1

2
 Ht - ΤLy{

zzzz h 
i
k
jjjjs- ����

1

2
 Ht - ΤLy{

zzzz ã-2 ä Π HΝ-ΗL s â s

(182)K Ht, Τ; Ν, ΗL = ã
-2 ä Π HΝ-ΗL I ����������t+Τ

2
M
 At-Τ, Ν-Η HhL

¨ A funç ão de Ambiguidade  A t, ΝHhL mede a largura de hHtL em tempo e de HHΝL em frequência

(183)A t, Ν HhL =à
-¥

¥

h 
i
kjjjs+ ����

t

2

y
{zzz h 
i
kjjjs- ����

t

2

y
{zzz ã-2 ä Π Ν s â s

è Transformadas de onduleta

¨ No caso das onduletas os átomos tempo−frequência são gerados pelas translações e dilatações de uma onduleta−mãe ΨHtL
(184)ga,b HtL º Ψa,b HtL = ���������������

1

�!!!!!
a

 Ψ 
i
k
jjjj ���������������
t - b

a

y
{
zzzz

(185)Ta,b H f L ºWa,b H f L = XΨa,b, f \ = ���������������
1

�!!!!!
a

 à
-¥

¥

Ψ* 
i
k
jjjj ���������������
t - b

a

y
{
zzzz f  HtL â t

¨ Assumindo que °Ψ´ = 1

(186)
Xt\ =à

-¥

¥

t  Ψ HtL¤2 â t = 0
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A onduleta Ψa,bHtL está centrada em b

(187)Xt\a,b =à
-¥

¥

t  Ψa,b HtL¤2 â t = ����
1

a
 à

-¥

¥

t
ÄÄÄÄ ÄÄÄÄΨ 
i
k
jjjj ���������������
t - b

a

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

 â t =à
-¥

¥Hb + a ΤL  Ψ HΤL¤2 â Τ = b

¨ A sua variância é proporcional à da onduleta mãe pelo factor de escala

(188)Dta,b
2

=à
-¥

¥Ht - bL2  Ψa,b HtL¤2 â t = ����
1

a
 à

-¥

¥Ht - bL2 

ÄÄÄÄ ÄÄÄÄΨ 
i
k
jjjj ���������������
t - b

a

y
{
zzzz
ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ
2

 â t = a 2 à
-¥

¥

Τ2  Ψ HΤL¤2 â Τ = a2 Dt2

¨ Uma onduleta analítica tem transformada de Fourier nula nas frequências negativas. Assim, designando por Y HΝL = FΝ HΨL
(189)XΝ\ =à

0

¥

Ν  Y HΝL¤2 â Ν

(190)
XΝ\a,b =à

0

¥

Ν  Ya,b HΝL¤2 â Ν =à
0

¥

Ν ¡�!!!!!a  Y Ha ΝL ã2 Π ä b Ν¥2 â Ν = ����
1

a
 XΝ\

(191)D Νa,b
2 =à

0

¥i
kjjjΝ - ����������

XΝ\
a

y
{zzz

2

  Ya,b HΝL¤2 â Ν = ��������
1

a2
 DΝ

2

¨ As caixas de Heisenberg dos átomos tempo−frequência de oduletas Ψa,b têm igualmente área constante 

Dta,b ´ D Νa,b = Dt ´ DΝ ³ ��������
1

4 Π
 mas agora as suas dimensões são variáveis, ou seja a resolução em tempo escala com a e em 

frequência com ���
1

a
.
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¨ Exemplo: Onduletas de Marr (Mexican Hat) Laplaciano de Gaussiana GHrL = ã
- �����������

t2

2 Σ2  normalizada

(192)Ψ HtL = Ñ2G HtL = �����������������������������������
2

Π1�4�!!!!!!!!!!3 Σ

 
i
k
jjjjj ���������

t2

Σ2
- 1
y
{
zzzzz ã- ��������������

t2

2 Σ2 � FΝ HΨL = Y HΝL = -4 $%%%%%%%����
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è Representações Sesquilineares (Wigner−Ville)

Transformadas Wigner−Ville foram estudadas como uma forma de calcular a frequência instantânea de 

um sinal.

Função de Distribuição de Wigner

(193)WΤ,Ν H f L =à
-¥

¥

f  
i
k
jjjjΤ + ����

1

2
 t
y
{
zzzz f * 
i
k
jjjjΤ - ����

1

2
 t
y
{
zzzz ã-2 Π ä Ν t  â t

(194)  f  HΤL¤2 =à
-¥

¥

WΤΝ H f L â Ν

¨ A inversão apenas é conhecida a menos de um factor de fase constante.

(195)f  HtL f * H0L =à
-¥

¥

Wt�2,Ν H f L ã2 Π ä Ν t  â Ν

Função de Ambiguidade de Woodward

¨ Aparece no processamento de sinais de radar, medindo a semelhança entre um sinal e sua versão retardada e com efeito 
Doppler.

(196)AΤ,Ν H f L =à
-¥

¥

f  
i
k
jjjjt + ����

1

2
 Τ
y
{
zzzz f * 
i
k
jjjjt - ����

1

2
 Τ
y
{
zzzz ã-2 Π ä Ν t  â t

¨ Também se pode escrever em termos da distribuição de Wigner

(197)AΤ,Ν H f L =à
-¥

¥à
-¥

¥

Wt,Η H f L ã2 Π ä HΗ Τ-Ν tL â Η â t

Transformadas de Fourier Fraccionárias

¨ Designando a Transformada de Fourier de f HtL por FHΝL = FΝH f L obtemos

(198)WΝ,Τ HFL =à
-¥

¥

F 
i
k
jjjjΝ + ����

1

2
 Η
y
{
zzzz F* 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2
 Η
y
{
zzzz ã-2 Π ä Η Τ â Η

¨ Por outro lado 

(199)WΤ,Ν H f L =à
-¥

¥

F 
i
k
jjjjΝ + ����

1

2
 Η
y
{
zzzz F* 
i
k
jjjjΝ - ����

1

2
 Η
y
{
zzzz ã2 Π ä Η Τ â Η

¨ A relação entre estas transformadas mostra no plano 8Τ, Ν< uma função é a rotação da outra por Π �2.

(200)WΝ,Τ HFL = W-Τ,Ν H f L
Para calcular a Transformada de Fourier de f HtL basta calcular 

   a) a  distribuição de Wigner  WΤ,ΝH f L
   b) Rodá−la de ����

Π

2

   c) Calcular a sua inversão.

As Transformadas de Fourier de ordem fraccionária p correspondem a fazer rotações de Φ = p ´ ���
Π

2
 no 

passo b). Uma forma explícita é

(201)FΝ
HpL

 H f L =à
-¥

¥

f  HtL ã-2 Π ä Jt Ν- ����
1

2
It2+Ν2MCos@ΦDNCsc@ΦD

 â t
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