
Representaç ões Lineares:  Transformadas  Contí nuas  e 
Discretas

� Vantagens  de usar  transformadas  e representaç ões contí nuas

Simplicidade das formulas.

Vários teoremas importantes relacionam as amplitudes dos coeficientes da decomposição do sinal f  com 

a regularidade local do sinal.

No caso das onduletas, as dilatações arbitrárias não estão definidas sobre sequências discretas.

A regularidade de sequências discretas não está bem definida.

O estudo assimptótico de funções contínuas implica resultados para sequências discretas onde o 

intervalo entre amostras tende para zero.

� Por outro  lado:

A amostragem uniforme de bases contínuas redundantes (por exemplo onduletas) não produz bases 

ortonormadas discretas.

A restrição do contínuo para o discreto introduz problemas de fronteira que têm que ser resolvidos por 

métodos discretos.

è Transformadas de Fourier

A teoria de transformadas de Fourier em L2HRL foi desenvolvida por Plancherel no princípio do séc.XX.

De acordo com esta teoria as funções ã-2 Π ä Ν t formam uma base ortonormada contínua de L2HRL, e as 

funções ã2 Π ä Ν t são a sua base dual.

Em geral a definição depende de dois parâmetros 8a, b<

(57)

FΝ H f Lº F HΝL =$%%%%%%%%%%%%%%%%������������������
 b¤

H2 ΠL1-a
 à

-¥

¥

f  HtL ei b Ν t  dt

Ft
-1HFLº f  HtL=$%%%%%%%%%%%%%%%%������������������

ÈbÈ
H2 ΠL1+a

 à
-¥

¥

F HΩL e-ib Ν t  dΝ

Nas definições seguintes usamos 8a, b< = 80, 2 Π<.
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(58)

FΝH f Lº FHΝL=à
-¥

+¥

f HtL ã2 Π ä Ν t  â t

Ft
-1HFLº f HtL=à

-¥

+¥

F HΝL ã -2 Π ä Ν t  â Ν

A função gaussiana f HxL = A ã-Bx2

Σ= 0.36788

-2 -1 0 1 2

0

1

2

x

f HxL

f HxL = ����������������������������
1

"##################
2 Π Σ24

ã
- ������������

x2

4 Σ2

-2 -1 0 1 2

0

1

2

k

FHkL

FHkL =
"###################

8 Π Σ24

ã-4 Π2 Σ2 k2

(59)Dx � Σ ° f ´ � 1 Dk � ������������
1

4 Π Σ
°F´ � 1

A transformada inversa dá a gaussiana original

Chilro Gaussiano

(60)f  HtL = ã-Ha+ä bL t2 ; F HΩL =$%%%%%%%%%%%%%%%%%%���������������������
Π

a + ä b
 ã

- ����������������
Π2 Ν2

a+ä b

0 1 2 3 4 5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

t

fHtL

f HtL = ãH-a-ä bL t2

0 1 2 3 4 5

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

Ν

F
HΝL

FHΝL = $%%%%%%%%%%%%%%���������������
Π

a+b ä
ã

- ������������
Π2 Ν2

a+b ä

è Propriedades da transformada de Fourier

Linearidade

(61)FΝHA f + BgL = A FΝH f L+ B FΝHgL º A F HΝL+ BG HΝL
Simetria
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Translação

(67)
Ta f HtL = f Ht - aL � FΝHTa f L = ã2 Π ä a Ν FΝH f L

FaHΝL = ã2 Π ä a Ν FHΝL
Modulação

(68)
MΗ f  HtL = ã2 Π ä Η t  f  HtL � FΝ IMΗ f M = FΝ-Η H f L

FΗ HΝL = F HΝ - ΗL
Dilatação:

(69)

SΛ f HtL = f HΛ tL � FΝHSΛ f L = ��������
1

 Λ¤  F ����
Ν

Λ

H f L

FΛ HΝL = ��������
1

 Λ¤  F 
ikjjj �����

Ν

Λ

y{zzz
Derivação:

(70)FΝ

i
k
jjjj ��������������

ân f

â tn
y
{
zzzz = H2 Π ä ΝLn FΝH f L

(71)Ft
-1i
k
jjjj ��������������

ânF

â Νn

y
{
zzzz = H-2 Π ä tLn f HtL

Momentos:

(72)mp H f L =à
-¥

¥

tp f  HtL â t = H2 Π ä L-p
 
i
k
jjjj ��������������

¶pF

¶ Νp

y
{
zzzz H0L

Convolução

(73)
hHtL= f * gHtL =à

-¥

+¥

f HΞL gHt - ΞL â Ξ � FΝH f * gL = FΝH f LFΝHgL
HHΝL = FHΝL GHΝL

Correlação

(74)
hHtL = CorrH f , gLHtL =à

-¥

+¥

f Ht + ΞL gHΞL â Ξ � FΝ@CorrH f , gLD = FΝH f L FΝHgL*
HHΝL = FHΝL G*HΝL

Auto−Correlação (Wiener−Khinchin):

(75)FΝHCorrH f , f LL =  FΝH f L¤2
Potência Espectral (Parseval) :
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(76)P =à
-¥

+¥  f HxL¤2 â x = à
-¥

+¥ FΝH f L¤2 â Ν

� O produto  das variâ ncias  duma  funç ão f HtL e da sua transformada  de Fourier  FHΝL é sempre  superior  a �������
1

4 Π
.

Desigualdade de Schwarz

(77) X f , g\¤2 £ ° f ´2 °g´2
Consideremos uma função f Î L2HRL devidamente normalizada ° f ´2 = 1. A sua variância em relação à 

origem é

(78)Σt
2 = °t f ´2

De forma semelhante para a sua transformada de Fourier FHΝL, que pela identidade de Parseval tem a 

mesma energia °F´2 = 1, pelo que a sua variância

(79)ΣΝ
2 = °Ν F´2

Pelas propriedades da transformada de Fourier das  derivadas

(80)

Ν F HΝL = ��������������
1

2 Π ä
 FΝ 
i
k
jjjj �����������

â f

â t

y
{
zzzz

ΣΝ
2 = °Ν F´2 = �������������

1

4 Π2
 

ÅÅÅÅ°ÅÅÅÅFΝ 
i
k
jjjj �����������

â f

â t

y
{
zzzz
ÅÅÅǺ
ÅÅÅÅ

2

= �������������
1

4 Π2
 

ÅÅÅÅ°ÅÅÅÅ �����������
â f

â t

ÅÅÅǺ
ÅÅÅÅ

2

Aplicando a desigualdade de Schwarz

(81)ÄÄÄÄ ÄÄÄÄ[t f , �����������
â f

â t
_ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ

2

£ °t f ´2 

ÅÅÅÅ°ÅÅÅÅ �����������
â f

â t

ÅÅÅǺ
ÅÅÅÅ

2

= 4 Π2 Σt
2 ΣΝ

2

(82)

[t f , �����������
â f

â t
_ = [ f , t �����������

â f

â t
_ = [ f , �������������������

â Ht f L
â t

- f _ = -° f ´2 + [ f , �������������������
â Ht f L

â t
_ = -° f ´2 - [ �����������

â f

â t
, t f _

[t f , �����������
â f

â t
_ = - ���������������

° f ´2
2

= - ����
1

2

Em conclusão, introduzindo este resultado em (81) obtém−se

(83)

����
1

4
£ 4 Π2 Σt

2 ΣΝ
2

Σt  ΣΝ ³ ����������
1

4 Π

A desigualdade de Schwarz (81) só é uma igualdade se 
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�����������
â f

â t
 HtL = Bt f  HtL � f  HtL = A ã

�����
B

2
t2

ÄÄÄÄ ÄÄÄÄ[t f , �����������
â f

â t
_ÄÄÄÄ¤ÄÄÄÄ

2

=  Xt f , Bt f \¤2 = °t f ´2 °Bt f ´2 = B2 ° f ´4

� Se uma funç ão f ¹ 0 Î L2HRL tem suporte  compacto,  então a sua transformada  de Fourier  FHΝL não se 
pode  ser constantemente  zero em qualquer  intervalo.

Demonstração:

¨ Suponhamos que FHΝL tem suporte no intervalo @-Ν1, Ν1D.
(85)f  HtL =à

-Ν1

Ν1

F HΝL ã-2 Π ä Ν t  â Ν

¨ Como f  tem suporte compacto existe um intervalo @t1, t2D onde f HtL = 0. Em to = t1 + �������������
t2-t1

2
 tem−se

(86)���������������
ân f

â tn
 HtoL = 0 =à

-Ν1

Ν1

F HΝL H-2 Πä ΝLn ã-2 Π ä Ν to  â Ν

¨ Expandindo a exponencial em (85) obtemos para qualquer t

(87)f  HtL =à
-Ν1

Ν1

F HΝL ã-2 Π ä Ν Ht-toL ã-2 Π ä Ν to  â Ν =â
n=0

¥

��������
1

n!
 Ht - toLn à

-Ν1

Ν1

F HΝL H-2 Πä ΝLn ã-2 Π ä Ν to  â Ν = 0

¨ Isto contradiz a hipótese de que f ¹ 0.

� Filtros  Lineares  Invariantes

A transformada de Fourier diagonaliza todos os operadores  lineares  invariantes  por  translaç ão, ou 

seja operadores para os quais um atraso no sinal de entrada se reflecte no mesmo atraso no sinal de 

saída.

(88)
g HtL = HL f L HtL � gΤ HtL = HL fΤL HtL \ TΤ L = LTΤ

fΤ HtL = f  Ht - ΤL = HTΤ f L HtL ; gΤ HtL = g Ht - ΤL = HTΤ gL HtL
Transmissão de sinal, redução de ruído estacionário e codificação predictiva são exemplos de operações 

implementadas por operadores deste tipo, também designados por filtros  lineares  invariantes.

A resposta  impulsiva  do operador L é o resultado da sua acção sobre um impulso, i.e. o delta de Dirac 
∆HtL

(89)h HtL = L ∆ HtL
Como qualquer f  bem comportado verifica

(90)f  HtL =à
-¥

¥

f  HΤL ∆ Ht - ΤL â Τ =à
-¥

¥

f  HΤL TΤ ∆ HtL â Τ

(91)HL f L HtL =à
-¥

¥

f  HΤL LTΤ ∆ HtL â Τ =à
-¥

¥

f  HΤL TΤ L ∆ HtL â Τ =à
-¥

¥

f  HΤL TΤ h HtL â Τ =à
-¥

¥

f  HΤL h Ht - ΤL â Τ
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A accção de um filtro  linear  invariante  é assim equivalente à convolução com a sua resposta  

impulsiva h.

(92)HL f L HtL = H f * hL HtL

� Funç ões de Transferê ncia

Para qualquer filtro  linear  invariante  vemos que com f HtL = ã-2 Π ä Ν t se obtém

(93)L ã-ä Ω t =à
-¥

¥

h HΤL ã-2 Π ä Ν Ht-ΤL â Τ =
ikjjà-¥

¥

h HΤL ã2 Π ä Ν Τ â Τ
y{zz ã-ä Ω t = H HΝL ã-2 Π ä Ν t

Assim as funções ã-2 Π ä Ν t são vectores  pró prios  de todos os operadores  lineares  invariantes , e os 

seus valores  pró prios  são as transformadas de Fourier HHΝL das suas respostas impulsivas hHtL. 
A identificação de cada operador  linear  invariante  L  com um filtro  em frequê ncia  HHΝL que atenua ou 

amplifica cada componente sinusoidal ã-2 Π ä Ν t vem da representação 

(94)

f  HtL =à
-¥

+¥

F HΝL ã -2 Π ä Ν t  â Ν

g HtL = HL f L HtL =à
-¥

+¥

F HΝL Lã-2 Π ä Ν t  â Ν =à
-¥

+¥

F HΝL H HΝLã-2 Π ä Ν t  â Ν

A transformada de Fourier HHΝL da resposta impulsiva hHtL designa−se funç ão de transferê ncia  porque 

em termos de transformadas de Fourier

(95)G HΝL = H HΝL F HΝL
Um filtro diz−se causal se HL f L HtL não depende dos valores de f Ht + ΤL para Τ > 0. Isto significa que 

hHΤL = 0 para Τ < 0 já que 

(96)HL f L HtL =à
-¥

¥

f  HΤL h Ht - ΤL â Τ =à
-¥

¥

h HΤL f  Ht - ΤL â Τ

� Teoria  de Amostragem,  funç ões de espectro  limitado

è As funções de Banda Limitada (FΩH f L = 0 se Ω Ï AΩi, Ω f E) são diferenciáveis e devem ter suporte infinito  
(porque o suporte dual é compacto).

O Teorema de Paley−Wiener mostra que se a transformada de Fourier de uma função f HzL tem suporte 

compacto, então f HzL é uma função inteira (i.e. tem uma expansão em série de Taylor.)

Uma forma de obter funções de banda limitada é fazer a sua convolução com um filtro ideal passa−

baixos.

Um filtro ideal passa−baixos tem que ter um suporte infinito para que a sua transformada de Fourier 

possa ter um suporte compacto.
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Filtragem Passa−Baixos ideal com uma frequência máxima Νc é equivalente à convolução com uma 

função gHtL = 2 Νc sincH2 Νc tL já que a sua transformada de Fourier é FΝHgL = rectA ��������
Ν

2 Νc
E.

Νc

k

tmax

-1�Νc 1�Νc

0

tempot®

gHtL = 2 Νc ��������������������������������������
sinH2 Π Νc t-kL

2 Π Νc t-k

-Νc Νc

-1

0

1

frequência Ν®

FΝ g = g
`HΝL = ã

ä ������
k Ν

Νc  rectJ �����������Ν

2 Νc
N

� O espaç o de funç ões de banda  limitada  em R é o espaç o de Paley−Wiener. As funç ões deste  espaç o 
podem  ser reconstruí das exactamente  a partir  de amostragens  uniformes.

(97)

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

N = 2n ® Listade valorescomplexosf @tiD

sr = ���������������������
N

tmax-tmin
® TaxadeAmostragem

ny = ���
1
2

 sr ® FrequenciadeNyquist

D t = ���������������������
tmax-tmin

N
® ResoluçãodaAmostragem

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

TaxadeAmostragem �����
N

T
 eFrequênciadeNyquist

associada Νc = ����
1

2
 �����
N

T
 paraosinal Cos@2 Π Νc tD

Amostragemredundanteparaosinal Cos@2 Π Νc tD Sub- amostragemealiasingdosinal Cos@2 Π Νc tD
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� Teorema  de Whittaker−Shannon  para funç ões de banda−limitada  em @-Νc, ΝcD:

(98)
f  HtL = â

k=-¥

¥

f  
i
k
jjjj �������������

k

2 Νc

y
{
zzzz sincH2 Νc t - kL

Demonstração

(99)
f  HtL =à

-Νc

Νc

F HΝL ã2 Π ä Ν t  â Ν

(100)
F HΝL = â

k=-¥

¥

ck ã
-2 Π ä Ν ������������

k

2 Νc

(101)
ck = �������������

1

2 Νc

 à
-Νc

Νc

F HΝL ã2 Π ä Ν ������������
k

2 Νc  â Ν = �������������
1

2 Νc

 f  
i
k
jjjj �������������

k

2 Νc

y
{
zzzz

(102)
f  HtL =à

-Νc

Νc

F HΝL ã2 Π ä Ν t  â Ν =à
-Νc

Νc â
k=-¥

¥

�������������
1

2 Νc

 f  
i
k
jjjj �������������

k

2 Νc

y
{
zzzz ã

-2 Π ä Ν ������������
k

2 Νc  ã2 Π ä Ν t  â Ν = â
k=-¥

¥

f  
i
k
jjjj �������������

k

2 Νc

y
{
zzzz sincHΠ H2 t Νc - kLL

(103)�������������
1

2 Νc

 à
-Νc

Νc

ã
-2 Π ä Ν ������������

k

2 Νc  ã2 Π ä Ν t  â Ν � ����������������������������������������������������������
Sin@Π H2 t Νc - kLD

Π H2 t Νc - kL
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Transformadas  de Fourier  Discretas
� Séries  de Fourier

A série de Fourier faz corresponder a uma função real de suporte compacto uma sequência numerável 

de coeficientes em {
C

2 . Esta mesma sequência corresponde também à representação duma função 

periódica em R.

Para funções periódicas no intervalo @-L, LD

f HtL = �������
ao

2
+â

n=1

¥ Kan cosK �������������
n Π t

L
O+ bn sinK �������������

n Π t

L
OO

an = �����
1

L
 à

c

c+2 L

f HtL cosK �������������
n Π t

L
O â t bn = �����

1

L
 à

c

c+2 L

f HtL sinK �������������
n Π t

L
O â t

Em termos de exponenciais complexos

f HtL = â
n=-¥

¥

cn  ãä ��������
n Π

L
 t

cn = �����
1

L
 à

c

c+2 L

f HtL ã-ä ��������
n Π

L
 t â t =

Ø≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤

���
1
2

 Han - ä bnL Hn > 0L
���
1
2

 Ha-n + ä b-nL Hn < 0L
���
1
2

 ao Hn = 0L
tmax

fmax

L

n=1

m=0

k=8

-4 -2 0 2 4

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

P1
0HxL=x
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� Fórmula  de Soma de Poisson

Considere−se uma função gHtL não periódica. 

Forma−se uma função gpHtL periódica de período L somando todas as réplicas de translações discretas 

por múltiplos de L

(104)gp HtL = â
n=-¥

¥

g Ht - nLL = â
n=-¥

¥ HTnL gL HtL
Esta função periódica tem uma representação exacta em termos de uma série de Fourier

(105)gp HtL = â
k=-¥

¥

ck ã
2 Π ä k ����

t

L

(106)

ck = �����
1

L
 à

-L�2
L�2

gp HtL ã-2 Π ä k ����
t

L  â t =

�����
1

L
 â
n=-¥

¥ à
-L�2+nL

L�2+nL

g HsL ã-2 Π ä k ����������������
s+nL

L  â s = �����
1

L
 â
n=-¥

¥ à
-L�2+nL

L�2+nL

g HsL ã-2 Π ä k ����
s

L  â s = �����
1

L
 G I ����k

L
M

A partir de (105) e (106) obtém−se a fórmula  de soma  de Poisson

(107)â
n=-¥

¥

g Ht - nLL = �����
1

L
 â
k=-¥

¥

G I ����k
L
M ã2 Π ä k ����

t

L

Para t = 0

(108)â
n=-¥

¥

g HnLL = �����
1

L
 â
k=-¥

¥

G I ����k
L
M

A vantagem desta fórmula é converter uma série lentamente convergente numa série rápidamente 

convergente. Por exemplo para uma gaussiana 

(109)gHtL = ���������������������������
1

�!!!!!!!!!!!!!!
4 Π Σ

 ã
- ����������

t2

4 Σ ; GHΝL = ã-4 Σ Π2 Ν2

Quando Σ` 1 o lado esquerdo converge mais rápidamente. Quando Σp 1 o lado direito converge 

melhor.

(110)���������������������������
1

�!!!!!!!!!!!!!!
4 Π Σ

 â
n=-¥

¥

ã
- ����������

n2

4 Σ = â
k=-¥

¥

ã-4 Σ Π2 k2

� Transformadas  de sinais  discretizados  (DTFT)

Para funções discretizadas com N amostras fk 

(111)Fn =â
k=0

N-1

fk ´
ikjjjã

- ���������
2 Π

N
ä y{zzz

nk

; fk = ������
1

N
 â
n=0

N-1

Fn ´
ikjjjã

- ���������
2 Π

N
ä y{zzz

-nk
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� Transformadas  Rápidas  de Fourier  (FFT)

Gauss descobriu a FFT em 1805, 2 anos antes do trabalho de Fourier (só publicado em 1866), e Runge 

em 1905.

A transformada rápida de Fourier baseia−se no reconhecimento de que as potências nk da N−raíz da 

unidade ΖN = ã
- ���������

2 Π

N
 ä
 não são todas independentes.

Para um sinal com N = 2 M = 2K  pontos (caso contrário extenda−se com zeros ou outro método anti−

aliasing)

(112)Fn =â
k=0

N-1

fk ΖN
nk

= â
s=0

M-1

f2 s Ζ2 M
n H2 sL

+â
s=0

M-1

f2 s+1 Ζ2 M
n H2 s+1L

Como HΖ2 ML2 = ΖM

(113)Fn = â
s=0

M-1

f2 s HΖM
n Ls + Ζ2 M

n  â
s=0

M-1

f2 s+1 HΖM
n Ls

Separando o sinal em duas partes de comprimento M por decimação, obtemos as transformadas 

parciais de sinais com M elementos. Quando n £ M

(114)

Fn
HparL

= â
s=0

M-1

f2 s ΖM
ns

Fn
HimparL

= â
s=0

M-1

f2 s+1 ΖM
ns

Para M < n¢ £ 2 M tem−se a partir de ΖM
M = 1 e Ζ2 M

M = -1, com n = n¢ - M

(115)

Fn¢=n+M
HparL

= â
s=0

M-1

f2 s IΖM
MMs ΖM

ns
= Fn

HparL
 

Fn¢=n+M
HimparL

= â
s=0

M-1

f2 s+1 IΖM
MMs ΖM

ns
= Fn

HimparL

A expressão para a FFT é assim calculável a partir dos valores para n £ M de 

(116)
Fn = Fn

HparL
+ Ζ2 M

n  Fn
HimparL

Fn+M = Fn
HparL

- Ζ2 M
n  Fn

HimparL

A transformada de cada sinal de M = �����
N
2

 elementos Fn
HparL e Fn

HimparL pode ser decomposta de forma idêntica 

até chegarmos a transformações com um só elemento se N = 2K . Obtemos assim a transformada 

efectuando N K = N Log2HNL operações.
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As soluções das primeiras 17 equações ciclotómicas xN - 1 = 0. As raízes primitivas Ζk = ã
- �������

2 Π

N
 k ä onde k e N são co−primos (i.e. 

o seu máximo divisor comum é a unidade) estão representadas a azul. A conclusão de que o polígono de 17 lados podia ser 
exactamente construído apenas com régua e compasso foi descoberta por Gauss cerca de 2000 anos depois de se ter 
conjecturado que nenhum polígono de lados primos com mais de cinco lados podia ser assim exactamente construído.

Ζ1 +1

+i

-1

-i

N = 2

Ζ1

Ζ2

+1

+i

-1

-i

N = 3

Ζ1

Ζ3

+1

+i

-1

-i

N = 4

Ζ1

Ζ2

Ζ3

Ζ4

+1

+i

-1

-i

N = 5

Ζ1

Ζ5

+1

+i

-1

-i

N = 6

Ζ1
Ζ2

Ζ3

Ζ4

Ζ5
Ζ6

+1

+i

-1

-i

N = 7

Ζ1Ζ3

Ζ5 Ζ7

+1

+i

-1

-i

N = 8

Ζ1

Ζ2

Ζ4

Ζ5

Ζ7

Ζ8

+1

+i

-1

-i

N = 9

Ζ1

Ζ3

Ζ7

Ζ9

+1

+i

-1

-i

N = 10

Ζ1

Ζ2Ζ3

Ζ4

Ζ5

Ζ6

Ζ7

Ζ8 Ζ9

Ζ10

+1

+i

-1

-i

N = 11

Ζ1Ζ5

Ζ7 Ζ11

+1

+i

-1

-i

N = 12

Ζ1

Ζ2
Ζ3

Ζ4

Ζ5

Ζ6

Ζ7

Ζ8

Ζ9
Ζ10

Ζ11

Ζ12

+1

+i

-1

-i

N = 13

Ζ1

Ζ3

Ζ5

Ζ9

Ζ11

Ζ13

+1

+i

-1

-i

N = 14

Ζ1

Ζ2
Ζ4

Ζ7

Ζ8

Ζ11
Ζ13

Ζ14

+1

+i

-1

-i

N = 15

Ζ1

Ζ3Ζ5

Ζ7

Ζ9

Ζ11 Ζ13

Ζ15

+1

+i

-1

-i

N = 16

Ζ1

Ζ2
Ζ3Ζ4

Ζ5

Ζ6

Ζ7

Ζ8

Ζ9

Ζ10

Ζ11

Ζ12
Ζ13 Ζ14

Ζ15

Ζ16

+1

+i

-1

-i

N = 17

xN - 1� 0

Ordem normal para um esquema iterativo de decimação.

f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 f16

f0 f2 f4 f6 f8 f10 f12 f14 f1 f3 f5 f7 f9 f11 f13 f15

f0 f4 f8 f12 f2 f6 f10 f14 f1 f5 f9 f13 f3 f7 f11 f15

f0 f8 f4 f12 f2 f10 f6 f14 f1 f9 f5 f13 f3 f11 f7 f15

f0 f8 f4 f12 f2 f10 f6 f14 f1 f9 f5 f13 f3 f11 f7 f15
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Cálculo de F3 para N = 24 amostras.

f0

f0 f8

1 Ζ2
3

f8 f4

f4 f12

1 Ζ2
3

f12 f2

f2 f10

1 Ζ2
3

f10 f6

f6 f14

1 Ζ2
3

f14 f1

f1 f9

1 Ζ2
3

f9 f5

f5 f13

1 Ζ2
3

f13 f3

f3 f11

1 Ζ2
3

f11 f7

f7 f15

1 Ζ2
3

f15

f0 - f8 f4 - f12

1 Ζ4
3

f2 - f10 f6 - f14

1 Ζ4
3

f1 - f9 f5 - f13

1 Ζ4
3

f3 - f11 f7 - f15

1 Ζ4
3

f0 - f8 - I f4 - f12M Ζ4 f2 - f10 - I f6 - f14M Ζ4

1 Ζ8
3

f1 - f9 - I f5 - f13M Ζ4 f3 - f11 - I f7 - f15M Ζ4

1 Ζ8
3

I f2 - f10 - I f6 - f14M Ζ4M Ζ8
3 + f0 - f8 - I f4 - f12M Ζ4 I f3 - f11 - I f7 - f15M Ζ4M Ζ8

3 + f1 - f9 - I f5 - f13M Ζ4

1 Ζ16
3

I f2 - f10 - I f6 - f14M Ζ4M Ζ8
3 + II f3 - f11 - I f7 - f15M Ζ4M Ζ8

3 + f1 - f9 - I f5 - f13M Ζ4M Ζ16
3 + f0 - f8 - I f4 - f12M Ζ4

è Notas de Implementação

(117)

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

N = 2n ® Listade valorescomplexosf @tiD
sr = ���������������������

N
tmax-tmin

® TaxadeAmostragem

Νc = ���
1
2

 sr ® FrequenciadeNyquist

D t = ���������������������
tmax-tmin

N
® ResoluçãodaAmostragem

Os algoritmos que implementam a transformada rápida de Fourier assumem que a função a transformar 

hHΖL está definida e amostrada num intervalo 0 £ Ζ £ HN - 1LDx, com valores qr = hHΖr L onde Ζr = r Dx  

para Hr = 0, 1, ¼, N - 1L. 
¨ Daí que, para amostrar e transformar uma função f HxL numa janela I = A- �����

L

2
, �����

L

2
E de largura L = N Dx seja necessário transladar 

toda a função por �����
L

2
, e efectivamente definir uma nova função 

(118)hHΖr L = f
i
k
jjjjΖr - ������

L

2

y
{
zzzz = f

i
k
jjjjik
jjjjr - ������

N

2

y
{
zzzz Dx
y
{
zzzz

¨ No Mathematica, a Transformada de Fourier discreta de uma lista 8qr < de N  pontos é a lista  8q`s< onde

(119)q
`

s¢ = �����������������
1

�!!!!!!
N
â
r ¢=1

N

qr e
2 Π ä Hs¢-1L ������������������

Ir¢ -1M
N

¨ Se pusemos DΚ = ���������
2 Π

L
,  s = s¢ - 1, r = r¢ - 1 então  

(120)q
`

s+1 = �����������������
1

�!!!!!!
N

 â
r=0

N-1

qr+1 ã
äJ ����������2 Π

L
 sN r Dx

= �����������������
1

�!!!!!!
N

 â
r=0

N-1

hHΖr L ãä Κs Ζr
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O valor da constante Κs é

(121)Κs =

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

0 para s = 0

sDΚ para s = 1, ¼, �����
N

2
- 1

�����
N
2

 DΚ para s = �����
N

2
HaliasingL

Hs- NLDΚ para s = �����
N

2
+ 1, ¼, N - 1

 

¨  Designando por xr = Ζr - �����
L

2
º Jr - �����

N

2
N Dx  os pontos no intervalo I , podemos  reescrever

(122)q
`

s+1 = �����������������
1

�!!!!!!
N

 â
r=0

N-1

hHΖr L ãä Κs Ζr = �����������������
1

�!!!!!!
N

 â
r=0

N-1

f Hxr L ãä ΚsJxr + �����
L

2
N

=
"#########

Dx  ã
ä Κs �����

L

2

i
k
jjjjjj ����������������

1

�!!!!!!
L

 â
r=0

N-1

f Hxr L ãä Κs xr

y
{
zzzzzz =
"#########

Dx  ãä Π s f
`HΚsL

¨  Assim conclui−se que 

(123)f
`HΚsL = ��������������������

1

�!!!!!!!!!
Dx

 ã-ä Π s q
`

s+1

¨ Estes coeficientes q
`

s¢  diferem em sinal alterno dos provenientes de implementações C de FFT, onde o primeiro elemento duma 
lista tem índice 0.  

Convém ainda indicar que, de acordo com as normas da FFT, 

   a)  o primeiro coeficiente q
`

s¢ =1 corresponde à frequência  (’número de onda’)  Κs¢ -1 = 0   . 

   b)  os primeiros coeficientes q
`

s¢   Js¢ = 2, ¼, �����
N

2
N correspondem às frequências positivas  Κs¢ -1 = Hs¢ - 1L DΚ , 

   c)  o coeficiente q
`

����
N

2
+1

 corresponde ao ponto de ’aliasing’ Κs¢ -1 = �����
N

2
 DΚ = Hs¢ - 1L DΚ

   d)  e os últimos q
`

s¢   Js¢ = �����
N

2
+ 2, ¼, NN  vão das frequências mais negativas para as menos negativas Κs¢ -1 = Hs¢ - 1 - NL DΚ . 

É assim desejável definir um operador sortft@listD que produza uma lista 8pk< ordenada crescentemente 

com a frequência:  o índice k aqui corresponde portanto a uma frequência f = ����������
2ny

ns
 Ik - ������

ns
2

- 1M. Note−se 

ainda que f  é uma frequência, e não uma frequência angular Ω = 2 Π f .

Assim, o resultado de Fourier@CdataD® sftdata não é directamente a transformada de Fourier da 

discretização, é necessário inverter o sinal dos coeficientes  de dois em dois para obter ftdata e depois 

rearranjar com sortft@ ftdataD para obter os verdadeiros coeficientes! Contudo, para inverter com 

InverseFourier deve−se usar o formato de  sftdata.
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Outras  Transformadas  Integrais

� Transformada  de Hilbert

(124)

Hs H f L = �����
1

Π
 f  HsL *P 

i
k
jjjj ����
1

s

y
{
zzzz � Hs H f L = PB �����

1

Π
 à

-¥

¥

f  HtL ��������������
1

s- t
 â tF

Ht
-1 HFL = - �����

1

Π
 F HtL *P 

i
k
jjjj ����
1

t

y
{
zzzz � Ht

-1 HFL = -PB �����
1

Π
 à

-¥

¥

F HsL ��������������
1

t - s
 â sF

Aplicável na análise de filtros  de sistemas  lineares  causais  hHt < 0L = 0

(125)h HtL = h HtL sign HtL
A transformada de Fourier da função signHtL é uma função generalizada (P representa o Valor Principal 

de Cauchy)

(126)FΝ HsignL = �����
ä

Π
 P 
i
k
jjjj ����
1

Ν

y
{
zzzz

(127)FΝ HhL = H HΝL = �����
ä

Π
 H HΝL *P 

i
k
jjjj ����
1

Ν

y
{
zzzz

Relações de Kramers−Krö nig : as partes reais e imaginárias da função de transferência de um filtro 

linear causal são um par de transformadas de Hilbert

(128)
H HΝL = Re HHL HΝL+ ä Im HHL HΝL = - �����

1

Π
 Im HHL HΝL *P 

i
k
jjjj ����
1

Ν

y
{
zzzz + �����

ä

Π
 Re HHL HΝL *P 

i
k
jjjj ����
1

Ν

y
{
zzzz

(129)
Ø≤≤≤
∞

±
≤≤≤

Re HHL HΝL = -HΝ HIm HHLL
Im HHL HΝL = HΝ HRe HHLL

(130)H HΝL = Re HHL HΝL+ ä HΝ HRe HHLL = -HΝ HIm HHLL+ ä Im HHL HΝL
Extensã o analí tica : A extensão de uma função real f HxL para uma função analítica  faHzL no plano 

complexo é precisamente

(131)fa HzL = f  HzL- ä Hz H f L
A transformada de Hilbert permite definir uma frequê ncia  local  de uma função transiente f HtL de forma 

natural.

¨ A Transformada de Fourier de uma Transformada de Hilbert é a transformada de uma convolução.

(132)FΝ HH  H f LL = FΝ 
i
k
jjjj �����
1

Π
 f  HsL *P 

i
k
jjjj ����
1

s

y
{
zzzz y{
zzzz = ä F HΝL sign HΝL

¨ A Transformada de Fourier da extensão analítica de f HtL é assim, tendo em conta (131)

(133)Fa HΝL = F HΝL H1 + sign HΝLL =
Ø≤
∞
±
≤

2 F HΝL se Ν > 0 

0 se Ν < 0

¨ A Trasformada Inversa de Fourier permite escrever a extensão analítica de f HtL na forma
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(134)fa HtL = 2 à
0

¥

F HΝL ã-2 Π ä Ν t  â Ν =   fa HtL¤ ãä Φa HtL

Por definição a Frequê ncia  Local  do sinal f HtL é a derivada da fase da sua extensão analítica.

(135)Νa HΤL = ����������
1

2 Π
 ��������������
â Φa

â t
 HΤL

¨ Problema: Para funções de espectro muito extenso esta frequência pode não estar incluída no espectro de potências.

Funções em quadratura

¨ Qualquer função analítica no plano complexo f HzL tomada sobre qualquer recta zHtL = t + ä Ha + b tL que deixe todos os polos de 

um só lado produz duas funções em quadratura uHtL = ReH f HzHtLLL e vHtL = ImH f HzHtLLL.
Exemplo

¨ Dado o sinal real 

(136)f  HtL = acosHΩ tL+ bsinHΩ tL
¨ o seu sinal em quadratura vem desfasado de ����

Π

2
 e é a sua transformada de Hilbert

(137)g HtL = -asinHΩ tL+ bcosHΩ tL = -Ht  H f L
¨ A extensão analítica de f HtL é

(138)fa HtL = f  HtL+ ä g HtL = Ha + ä bL ã-ä t Ω

Exemplo

¨ As funções em quadratura têm o mesmo  espectro  de potê ncia . Em termos de sinal audível não poderíamos distinguir um do 
outro.

(139)f HtL = ������������������
1

1 + t2
; HsH f L � �������������������

s

s2 + 1

tmax

-10 -5 0 5 10
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

t®

f HtL = �������������
1

1+t2

-10 -5 0 5 10
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

s®

HsH f L = ��������������
s

1+s2
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-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

0

5

10

FΝH �������������1

1+t2
L = ã-2 Π  Ν¤ Π

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

0

5

10

FΝH ��������������s

1+s2
L = ä Π Iã-2 Π Ν ΘH2 Π ΝL- ã2 Π Ν ΘH-2 Π ΝLM

¨ Exemplo

tmax

tc

-tc tc0

-1

0

1

t®

gHtL = ΘHt + tcL- ΘHtcL

-tc tc0

-1

0

1

s®

HgHsL = ����
2

Π
tanh-1I ����s

Ν
M+ ä ΘHs- ΝL+ ä ΘHs+ ΝL- ä

tmax

k

-2 -1 0 1 2
0

1

t®

gHtL = ã-Π k t2

-2 -1 0 1 2

0

s®

Hs g = -ã-Π k s2
erfiJ�!!!!!!!!!!Π k sN
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� Transformadas  de Laplace

¨ Aplicável na solução de equações de evolução 

(140)

LH f L HsL =à
0

¥

f HtL e-s t  â t

L-1HFL HtL = ��������������
1

2 Π ä
 à

c-ä¥

c+ä¥

FHsL ãst  â s

¨ Convolução de Laplace 

(141)Kg*
L

f O HtL =à
0

t

g HsL f  Ht - sL â s

¨ Transformada da Convolução de Laplace

(142)L Kg*
L

f O = L HgL L H f L
¨ Prova:

(143)

L Kg*
L

f O =à
0

¥

ã-st  à
0

t

g HΤL f  Ht - ΤL â Τ â t =

à
0

¥à
Τ

¥

ã-st  g HΤL f  Ht - ΤL â t â Τ =à
0

¥

ã-sΤ g HΤL â Τ à
Τ

¥

ã-s Ht- ΤL f  Ht - ΤL â t = L HgL L H f L

0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

t®

Τ
®

Ù0¥Ù0t f Ht,ΤL âΤ ât

0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

t®

Τ
®

Ù0¥ÙΤ¥
f Ht,ΤL ât âΤ
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� Transformada−Z

¨ Aplicável em problemas envolvendo sinais finitos e suas convoluções, em particular filtros digitais. Dada uma sequência discreta 
f = 8 fn<n³ 0 podemos associar−lhe uma função complexa que é, para z Î C

(144)Z H f L HzL =â
n=0

¥

fn z-n

¨ Para sinais discretos finitos defina−se a convolução

(145)Kg*
L

f O
n

=â
m=0

n

gm fn-m

¨ A transformada Z pode ser vista como a discretização da Transformada de Laplace e verifica igualmente

(146)Z Kg*
L

f O = Z HgL Z H f L
¨ Prova:

(147)Z Kg*
L

f O =â
n=0

¥

z-n 
i
k
jjjjjjâ

m=0

n

gm fn-m

y
{
zzzzzz =â

m=0

¥ â
n=m

¥

gm z-m fn-m z-Hn-mL =â
m=0

¥

gm z-m â
n-m=0

¥

fn-m z-Hn-mL = Z HgL Z H f L

� Transformadas  de Mellin

¨ Aplicável a sistemas invariantes em escala 

(148)

MH f L HsL =à
0

¥

f H-logHtLL ts-1 â t

M-1HFL HtL = ��������������
1

2 Π ä
 à

c-ä¥

c+ä¥

FHsL t-s â s

� Transformada  de Zak

¨ Aplicável no estudo de estados coerentes em QFT e na representação tempo−frequência de sinais e transmissão digital de 
dados.

(149)Za H f L Ht, ΝL = ���������������
1

�!!!!!
a

 â
k=-¥

¥

f  
i
k
jjjj ���������������
t + k

a

y
{
zzzz ã2 Π ä Ν k

� Transformadas  de Radon  2D

¨ Aplicável no processamento de tomografia axial computorizada e MRI.

(150)

R2 H f L Hp, jL =à
0

2 Πà
0

¥

f  HrÓL ∆ Ip - rÓ × eÓr  HjLM r  â r  â j = F Hp, jL

R2
-1 HFL HrÓL =à

0

Πà
-¥

¥

F Hp, jL F -1 I¡rÓ × eÓr  HjL- p¥M â p â j = - �������������
1

2 Π2
 à

0

Πà
-¥

¥

����������������������������������������������
F Hp, jL

IrÓ × eÓr  HjL- pM2  â p â j
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