2° Teste de Mecanica e Ondas

(LEMat, LQ, MEBiol, MEAmbi, MEQ)

Quar 15:30 - 16:30 Qa-02.3
26 de Maio 2010

1. Um péndulo fisico constituido por uma barra homogénea de massa M e comprimento L esta em repouso
na posi¢ao indicada nafigura, podendo girar livremente em torno dum eixo horizontal passando pela sua
extremidade em O. Uma esfera de massa m de pequenas dimensfes rola sem atrito a partir de uma altura
h, indo colidir com o péndulo fisico na outra extremidade.

1-a) (3val.)
Assumindo uma colisio eléstica entre a barra e a esfera determine as velocidades da barra e da
massa depois da colisdo. Justifique os cél culos indicando as leis de conservacdo que usa.

e A massam cai de umaalturah sem atrito, donde a sua energia cinética antes da colisdo provém toda da energia
potencia graviticainicial U(h) = mgh.

1
—mv02:mgh = Vo=+/20h (1.1)
2

Na colisdo com o péndul o fisico ha conservacao do momento angular relativo a O.

Lo=MimxVo=To®+MimxV (12)
onde 7o w € 0 momento angular da barra em relagio ao ponto O depois da colisfo. Uma vez que a colisio ¢ elastica, ha
também conservagdo da energiacinética:

1 1 1

—mv%:—]oa)2+—mv2 (13)
2 2 2

onde %I ow?= % M V2 + %I «mw? € a energia cinética do péndulo fisico, escrita em ter,os de rotagdo em torno do
ponto O ou equivalentemente em termos de uma translaccéo do centro de massa composta com uma rotagdo em torno do
centro de massa. Com estas duas equagdes é possivel determinar V e w.

© A. Rica da Silva,Prof. IST 6/3/10



I
|
€

mLVo-V) = JTow m(Vo — V)

N L (1.4)
mv3-v2) = Igw? MVo—-V) (Vo +V) = Tow?
donde se conclui
7 mL2+7, _ _2mL
Vo-V = 2w 2V = —2w @ mL2+Ig ©
mL mL (o)
— = 2 (1.5)
mL2-Tg mL°—To
Vo+V = Lw 2v. = ——w v = 2 Vo
mL mL“+7g
O momento de inércia da barra em relacéo ao eixo de rotagdo passando por O é
dM M 1 1 w sm_ %o
. =
Io= f—x dx=—-13=M12 — SmeM L (16)
0 L 3 3 v = oM
3m+M
1-b) (3val.) _
Determine uma expressdo para 0 angulo com avertica 6, que a barra atinge antes de voltar para
trés.

O centro de massa da barra sobe uma altura z até que a energia potencial gravitica do seu centro de massa Uy(2) = M gz

LZ]

sgjaigual a energia cinéticainicial E; = = Io w?. Sabendo z determina-se Gy = ArcCos[ . Usando o valor de

=+/2gh obtém-se

1 ) 17gw?  12nPh
Mgz=-JTgw* = z=-— = (1.7)
2 2 Mg @Bm+M)?2

1-¢) (2va.)
Determine qual arazéo entre as massas m e M necesséria para que a barra consiga dar umavolta
completa em torno do ponto O.

Para z= L temos 0« = ArcCos[—1] = 7 que € suficiente para o péndulo subir e parar na vertical acima de O. Assim, se
0 péndul o passar essa posi¢ao € porque chegal4 com alguma energia cinética, i.e.

1 1 1Iow 12m?h
MgL+—Tgw?=-Tgw? = L=< (18)
2 2 2 Mg (3m+|v|)2
12 h M 12h m 1
L —— = — =< —_— -3 &5 —2 —F—
2 (1.9
(3+M) m L M 12h
m - 3

Em qualquer caso, seh < 19—2 L o péndulo ndo consegue dar avolta.
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1-d) (2val.)
Se em vez de uma esfera tivéssemos um cilindro de raio R com a mesma massa m que roda sem
escorregar a partir da altura h, qual seriaa velocidade v, com que chegaria a barra? (O momento de

inérciado cilindro é I ¢y, = % mR?)
O centro de massa do cilindro continua a cair uma atura h, e uma vez que ndo ha escorregamento, ndo ha dissipagdo de
energia. Toda a energia potencial gravitica é convertida em energia cinética, excepto que uma parte é energia de

translaccéo do centro de massa e outra parte vai para a energia de rotagdo em torno do centro de massa com velocidade
angular w. Assim

1 1
mgh= —mZ + — Tgmw? (1.10)
2 2

Em rotacdo sem escorregamento existe arelagdo v, = w R pelo que

2gh 4gh 4
V2= =— = Vo= _|—gh (1.11)
1+Iﬂ 3 3
mR2

2. Umanave espacial de massa m descreve uma orbita circular deraio r, em redor da Terra. Designando

por Mt e Ry respectivamente amassa e o raio da Terra, pretende-se efectuar a manobra de regresso a
Terrausando uma Orbita de transferéncia el iptica entre os pontos A e B.

2-a) (3val))
Mostre que avelocidade em A e B é perpendicular ao raio da érbita nesses pontos. Deduza que para

GM n? b2
a

uma Orbita el iptica de semi-eixos a e b 0 momento angular verifical? = .Use-0 comalei

das &reas ‘%’ = ﬁ L, paradeduzir a3*Lei de Kepler T2 = C a® e determine a constante C.

e (Sugestdo: use aigualdade da energia mecanicatotal no apogeu (r'max) € perigeu (rmin) € arelacdo particular entrea
velocidade v e L, nesses pontos.)

e NB: A &reade umaelipse de semi-eixos aeb éA=mrab, ondea= %(rmax+ Min) €b= 1/rmz,lxrmin .
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No apogeu e no perigeu as velocidades sdo ortogonais ao eixo da elipse porque para os extremos de r deve ter-se

dr2 d(f-v) _ dar
O:—:—:2r~—:2?-\7:o (212)
dt dt dt

Assim o momento angular verifica

Lo
Vp = ——
MY max
Lo =MVp Mmax = MVB Myin = L (2.13)
Vg = 0
MT'min
Da conservacdo da energia mecanicatotal deduz-se que
1 GMm 1 GMm L2( 1 1 1 1
—mvi— =—mMmVg - - —|— —|=GMm—- —
. 2 2 .
2 rmax 2 "min 2Mm\rfax  Thin fmax  Tmin
(2.19)
I'max "' mi b?
12=26Mm| — " |= GMm? —
Fmax + 'min a
Quanto alei das areas, integrando para uma voltainteira (ou sgjaum periodo T)
dA 1 1 TdA . T
—==-TXV=—L = —dt=A=—14 (2.15)
dt 2 2m 0 dt 2m
Obtém-se daqui T, cujo quadrado, depois de substituido L2, verifica
2m 5 472 3
T=—nrab = T¢=——a (2.16)
Lo GM

2-b) (3val.)
Determine a diferenca de energia Mecanica entre as duas 6rbitas indicadas e a velocidade inicial e
final da cépsula no ponto A ao preparar a manobra.

GMm
2a

A energia mecéanica de uma 6rbita eliptica de semi-eixo maioraéE=Ec + U = — . Assim na passagem da 6rbita

lo+

Rr . iy .
S €necessdrio em A umaenergia

circular deraio r, paraa érbita eliptica de semi-eixo a=

GMm GMm (ro—Ry)
+ =-GmMM —— (2.17)
ro+ Ry 2rg 2rg(ro+ Ry)

AE=—

Numadrbitacircular deraior, temosa=b=r, pelo que avelocidade éem A

Lo GM
VoA = —= |— (2.18)
mro ro

Na érbita elipticatemosa = fotRy

> b? = r, Ry e avelocidade no mesmo ponto A deve ser
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Lo 8G MroRy GM 8¢& Rr 1

Va(A) = —= = comé = — <« — (2.19)
ma (ro+Rp)3 o 1+83 o 8
2-¢) (2val.)
Qual é aenergiaque anave precisadissipar para aterrar na superficie da Terra?
A superficie da Terra a energia potencial é U(Ry) = — Gg—m, e se a nave aterrou esta é também a sua energia total Er
T
(desprezando a energia cinética devida a rotagdo diurna da Terra). Por outro lado a energia total na Orbita eliptica é
GM
Ea=— r0+RT pelo que
GMm GMm GMmrg
Er —Ea=- + =- (2.20)
RT o+ RT RT (ro + RT)
2-d) (2val.)
Determine uma expressao para o tempo gque leva a manobra de regresso de Aa B. Justifique a sua
resposta.
Para a transferéncia apenas é necessario percorrer metade da orbita eliptica de semi-eixo a= r°+2RT , pelo que
T 1 [422 (ro+Ry)3 7
N ( o+Ry ) _ (o + Rp) 2 (2.21)
2 2\ GM 2 V8GM
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