2° Teste de Mecanica e Ondas

(LEMat, LQ, MEBiol, MEAmbi, MEQ)

Ter 12:30 - 13:30 Ga-5
25 de Maio 2010

1. Um péndulo fisico constituido por uma barra homogénea de massa M e comprimento L, € largado do
repouso na posi¢ao indicada na figura, indo colidir com a massa m do péndulo simples apds girar em
torno do eixo em O. Designando por L, o comprimento do fio que prende a massa m determine:

1-a) (2val.)
O momento de inérciadabarra 7o em relagédo ao eixo derotagéo em O, aenergiacineticakg, e

0 momento angular da barrafo guando chega a massa m.

Por definicdo de momento de inércia

Ly, dM M 1
Iosz—xzdx=——Lg
0 dx L, 3 w1
1 '
Io=—MLjg
3
Ly

Por conservacdo da energia mecénica, a variagdo de energia potencial do centro de massa que decai A hgy, = — >

. L ~ ~ 1 1 1
converte-se em energia cinética de translago+rotagdo ¢ = - M Vi, + 5 Iemwi = 5 Towj:

Lp
8C=—MgAhcm=Mg_
2
(1.2
L, 1 5 Mgly 39
Mg— =—-Tpwg = wo = = |—
2 2 ) Lp

N . R g N
Lo=To®o=+/MglpTg &= ; ML, Y28, (1.3)
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1-b) (2val.)
Assumindo uma colisio el astica entre a barra e a massa m determine as vel ocidades da barra e da
massa a saida da colisdo. Justifique os clculos indicando as leis de conservacdo que usa.

m Conservacdo do Momento Angular na Colisao

Iowo:IOw1+mv1Lb (14)

m Conservacdo da Energia Cinética na Colisédo

1 1 1
—Towi=—Tows+—mv3 (15)
2 2 2

m Célculo das velocidades de saida
Passando todos os termos relativos a barra para o lado esquerdo em ambas as equactes e simplificando:

mLp
Io(wo—wl):mvlLb = wo—a)l:—j V1
(0]

(1.6)
Tolwg — wy) (wo + wq) = mv% =2 wot+wi= LVl

Somando e subtraindo ambos os lados destas equagdes:

mL 2oL
2(1)0:(_b+i)V1 = V :Lbzwo

1.7
1 mby To-mLj &0
2(4)1: — = — V1 = w1= 2(4)0

Lp Io To+mLg

2M ~
Ly w ara o péndulo
Migm Do Paraop

Vi =

(M-3m)

(1.8)
w1 = (M+3m)wo paraabarra

1-c) (2val.)
Determine adistancia x a que a massa m chega da sua vertical inicial.

m Conservacdo de energia mecéanica no péndulo

Designando por h aaturaa que o péndulo sobe

1 1
6=—mv§=mgh = h= —v%
2

(19)
29
(Lp-hP+x®=13 = x:\/L% ~(Lp-h)?

(1.10)
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1-d) (2va.)
Assumindo agora que a colisdo é completamente inel &stica, determine a velocidade do conjunto
barra+massa a saida da colis&o.
m Conservacdo do Momento Angular na Colisdo

Agorav; = L, w{ pelo que a conservacdo do momento angular é

To M

Towo=Jlowi+mlw{ =  w]= wo (1.11)

Wo =
To+mLE M +3m

1-e) (2va.)
Determine a posi¢ao do centro de massa do conjunto barratmassa e 0 novo momento de inércia
em relacdo a O. Determine neste caso 0 angulo maximo que o péndulo fisico+massa consegue

fazer com avertical depoisdacolissioseM = 2m.

Lb
M= +mby  M+2m) Ly

o N 112
|r/cm - rO| =dgm= = (1.12)
M +m) M+m 2
’ 2 1 2 1.13
m Conservacdo da Energia Mecénica
ParaM = 2m, a conservagdo de energia mecanicatotal dabarratmassa significa
1 ’ 12 ’ ’

= ;Iowl - mgdéy = —mgddy Cos[fmax] (1.14)

1 THwi? 2
Coslfrax] =1 - — —  Oyax = Arcc:osH (1.15)

2 mgdéy 5
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2. Umanave espacia de massam descreve uma orbitacircular deraio r; em redor da Terra de massa
M.

2-a) (2va.)
Mostre que a energia E; , necessaria para que a nave espacia passe da érbitade raio ry parauma

outra drbitacircular deraior, €E; 5 = %
112

GMm
2R

A energiamecanicade umaorbitacircular derao REE =Ec + Ep = - Assim
GMm GMm GMm(rp-rq)
E12=- + =
2r2 2I'1 2r1 )

(2.16)

2-b) (4va))
Se atransferéncia de uma Orbita para a outra for efectuada por intermédio de uma érbita semi-
eliptica, determine que percentagens desta energia E; » € necessario fornecer anave

respectivamente no perigeu A e no apogeu B, como indicado nafigura.

. A e L. . . , GM .
A energia mecénica de uma oOrbita eliptica de semi-eixo maioraéE =Ec + Ep = _Tam' Assim na passagem da
Lob . f . P . ri+rp - - .
Orbitacircular deraio r, paraa érbita eliptica de semi-eixo a= = énecessdrio em A uma energia

GMm GMm 1 1 GMm(ry—rq)
Ep=- + =GMm — - = (2.17)
2a 2r1 2r1 rq+ro 2r1(rqy +ro)
enquanto em B é necessario
GMm GMm 1 1 GMm(ro—ryp)
Eg=- + =GM -— | (2.18)
215 2a ri+ro 2rp 2r5(r1 +ro)
Assim as percentagens de E; » s80
Ea r Eg rn
— = ; — = (2.19)
E1’2 rp+ro E1,2 rp+ro
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2-¢) (2va.)
Mostre que para uma orbita eliptica de semi-eixos a e b o momento angular verifica

2 a o - P
L2 = % euse-0 paraexprimir alel das areasem termosdea eb.

e (Sugestdo: use aigualdade da energia mecanicatotal no apogeu (rmax) € perigeu (rmin) € arelacdo particular entre a
velocidade v e L, nesses pontos.)

e NB: A dreade umae€lipse de semi-eixos aeb é A = rab, ondea = %(rm+ Fmin) €D = /Tmax Fmin -
No apogeu e no perigeu as velocidades sdo ortogonais ao eixo da elipse. Assim 0 momento angular verifica

Lo
mrq

VA
Lo=mvpari=mvgry, = L (2.20)
—_-

mrop

VB

Da conservacao da energia mecanicatotal deduz-se que
1 GMm 1 GMm L2(1 1 1 1
Lo SO g B3 1), (0

2 r 2 ] 2m I’% r% r o

(2.21)

= GMnm? —

ryr b?
L§=2G|vlmz( L2 )
a

rp+ro

Quanto alei das areas, integrando para uma voltainteira (ou sgjaum periodo T)

— N

i TdA T
—==TXV=—Ly = —dt=A=—14 (2.22)
2 2m 0 dt 2m

Obtém-se daqui T, cujo quadrado, depois de substituido L2, verifica

2m 5 472 3
T=—nrab = T¢=—a (2.23)
Lo GM

2-d) (2val.)
Determine o tempo que leva esta transferéncia de orbita em funcéo der; er,. Justifique a sua
resposta.

e (Sugestdo: Deduzaa 3 Lei de Kepler apartir dalel das éreas da alinea anterior.)

r+ro
2 !

Para a transferéncia apenas é necessario percorrer metade da orbita eliptica de semi-eixo a= pelo que

T 1 (472 (r{+15)3 n
aort ( 1 2) _ (rq +19)%2 (2.24)
2 2 2

24y2GM
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