1° Exame de Mecéanica e Ondas

(LEMat, LQ, MEBiol, MEAmbi, MEQ)

Quar 09:00 - 11:30
23 de Junho 2010

1. Trés objectos de massas m; = m, = m e Mg = 4 m deslizam sem atrito numa superficie como indicado na figura.

Assumindo que apenas o primeiro se desloca com velocidade Vo = % A/2gh , enquanto os outros est&o inicialmente
em repouso, determine justificando as suas respostas:

1-a) (1val.) Quais as velocidades finais das massas assumindo que todas as colisdes sdo completamente inel asticas.
Qual é avariagdo da energia mecanicatotal do conjunto? (Explique o resultado.)

e Primeiracolisdo (Conservagdo de Momento Linear - CML)

N N N m N (N
mVo=(M+mp)V, = V,= m1+lmz 0=3V (1.2)
e Rampa (Conservagdo de Energia Mecanica- CEM)
1 1
5(m1+mz)v§+(m1+mz)gh: E(m1+mz)u§ & Vvi+2gh=u3 (1.2)

N [

- ’ 2gh
Ug =V 1+VL2 =
2

e Segunda colisdo (CML)

N 1! 37
V Vo

(Mg + M) Go=(ml+ m + m3) Ué = 3= —— 0= 5 Vo (1.4)
e Energiadissipadanaligac&o entre as massas AE = E; - E; =—§ mgh
Ei:%mlvcz)+(ml+m2)gh:%mgh (15)
1 2_ 1 2[8gh _3
Ef—z(m1+”‘2+m3)us_12mvo(vg +1)_54mgh (1.6)

1- b) (2 val.) Assumindo agora que as colisdes sdo completamente el sticas, quais sdo as velocidades das massas apés a
colisdo de my com m, e seguidamente de m, com ms.

e Conservagdo do momento linear (CML):
my \70 =m Vl +Mp \72 = ml(\70 - \71) =Ny \72 (17)
e Conservacdo daenergia cinética (CEC)

1 1 1 S e (s L N
Emlvgzzmlv%+5mzv§ e my(Vo— V) (Vo + Vp) =mpVp-Vy (1.8)
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Substituindo (CML) em (CEC) elimina-se my, ¥, desta equagéo ficando

N my— N
Vo-Vp = -2V, Vi = (ml+"‘2)vo
UL SN ik (1.9)
Vo+Vy = V v, = 2—2¥,
VotV = VW 2 = S Vo
vy =0
e Primeiracolisdo m; comm, =m, :
Vo = Vg
e Velocidade de my, depois de descer arampa (CEM):
Z+2gh=2 = Uo=V, 1+2V9’2—h =+/10 v, (1.10)
2
i, - (m)ﬁo _ 30w,
o Mp+my 5
e Segunda colisdo m, com mg =4 my:
Uy = 2— 2T, = 24/10 v
3 my+mg 5

1-¢) (1val.) Seamassam, voltar paratras, qual € aaltura z que consegue atingir quando volta a subir arampa?

e Subidadarampa: m, com velocidade U, = —% 10 Vo, e(CEM)

ngz=%mzu% = z=1uL=§h (1.11)

1-d) (1 va.) Haveramais colisdes depois da segunda? Se sim indique quantas e quais as velocidades resultantes das

massas?
e A massam, voltaao plano e apanha m; com velocidade Wy = ~T, = g 10 Vp. Usando (CML) para eliminar
mg(Ws — Tz) de (CEC) obtém-se
(o — Wp) = Myl — T Wo-T, = — (W~ )
> M2 (1.12)
My(Wo — Wp)- (Wo +Wp) = my(Ws — Ug)- (W3 + U) Wo+W, = W3+1Us
. m-m; _, 2mg . R 7 N
W, = W, u - L
2 Myt (o} Myt 3 Wy s 2/5 Vg w13
Wy = W- 2y | W = 24275,

My+mg My+mg

e Umavez que a velocidade damassam, é menor que a de mg ndo haverd mais colisdes.

2. Um objecto de massa m é disparado numa rampa com inclinagéo « por canhdo com mola de constante k. Assuma
inicialmente que ndo existe atrito na rampa e que o movimento se dd no campo gravitico a superficieda Terra. Sea
partir do ponto em que se separa da mola a massa m percorre uma disténcia L sobre a rampa determine:

&
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2-a) (1va.) A compressdo minimadamolaAf,,, que é necessaria inicialmente para que a massam salte darampa
guando disparada.

e Paraque a massa salte darampano ponto A s6 é necessario que |4 chegue com velocidade nula. Sendo langada do
repouso, por (CEM)

Eo= %kMrznin—mnginsin(a)=mgLsin(a/)=EA (2.14)
mg sin(a) 2kL

__ Mg Sn(@) 2.15

Alpin - (1+ 1+ g S ) (2.15)

2-b) (2val.) A velocidade de saida darampa v, e atura maxima h acima da rampa a que a massa m chega quando a
compresséo inicial damolaéA? > Afpn.

e Seamassamchegaa A com uma vel ocidade Vg

Eo= %kMz—mg AFSih(a):%mv§+mgLsin(a)=EA (2.16)
2
V= "% ~2g(L+Af)sin(@) (2.17)
e No ponto mais alto da trajectoria a massa tem vel ocidade horizontal igual a v, cos(a), pelo que por (CEM) a partir
do ponto A,
%mvg = %m(v0 cos(@))?2 + mgh (2.18)
Y6 2 k 2 g2 in3
h=—=sin(a) = —— Af?sin’(a) — (L + A?) sin®(a) (2.19)
29 2mg

2- ¢) (2 val.) Se agora considerarmos que existe atrito na rampa com coeficiente dindmico u, qual é o trabalho realizado
por cada uma das forgas que actuam na massa m até & saida da rampa nas mesmas condicoes iniciais? Qual deve ser
aenergiacinética a saida darampa?

e A forcadeatrito é Ea = —p mgcos(a) % paralela arampa e oposta a vel ocidade v. As componentes

perpendiculares a rampa da forcas aplicadas néo realizam trabalho. Para a forga da mola, o trabalho realizado é o
negativo da variacdo da sua energia potencial .

Wa=-umglcosi@) ; Wy=-mgsin@)(L+A) Wm:%kA(’Z (2.20)

e Teorematrabalho energia: Wt = % kA2 —mgsin(e) (L + Af) — pmgL cos(@) = % mv2 = ECp

3. Um péndulo fisico é constituido por uma barrafinade massam= 4 M e comprimento ¢ = 3 R presa numa extremidade
O aum eixo de rotagdo sem atrito, e na outra a um anel homogéneo de raio R e massa M, como indicado nafigura.
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3-a) (2val.) Mostre que o momento de inércia da barra em relagéo ao eixo de rotagdo em O é I p(barra) = 12M R2

e que 0 momento de inércia do anel em relagdo ao mesmo eixo € 7 o(anel) = 17 M R2. Determine a distancia
dcm entre o eixo de rotacéo em O e o centro de massa do péndulo.

3R . 3R
To(barra) =f L4 s ﬂf Lds=12MR? (3.21)
o) ds 3R Jo

o TeoremadeeixosparaleloscomIcm(anel):fdem:M R?
M

To(ane) = Tem@ne) + M (¢ + R2=MR2 + M (3R+ R)? = 17M R? (3.22)
4
m=+M (f+R)
=2 (3.23)

3-b) (2val.) A partir da equagdo que relaciona o momento angular fo com os momentos de forgas aplicadas ﬁo deduza
a equacéo de movimento para o péndulo em fungéo do momento de inérciatotal 7 . Para pequenas oscil agoes
(aguelas em que sin(6(t)) ~ 6(t)) determine a frequéncia de oscilagdo natural wq e o respectivo periodo T.

Woz(ﬁcm—fo)x(mM)@:—5|v|gdcmsin(e)ézz—loRMgsjn(e)éz (3.24)
Lo 1o % N, (329
o=%s — %:-wz-z—ggn@z-g—ie:-wge (3.26)
oo 23 o oz [2s =

3-¢) (1val.) Cacule avelocidade do centro de massa e a energia cinética do péndulo quando passa na posic¢ao vertical,
se ele for largado do repouso da posi¢ao em que 6 = 45 °.

e Por conservacdo da energiamecanica, colocando o zero do potencial gravitico ao nivel de O:

Ei=-5|v|gdcmcos(§) - E\,:%IOwZ—SMgdcm (3.29)

1OMan{1_L] )
W= - A :10(29;/;)9 = chz—dcmwéyz_z\/méy (3.29)

4. Duas naves espaciais Alpher (a) e Bethe (8) deslocam-se em direcgdes opostas e ha mesma rota. Quando Alpher
passa junto a estacdo orbital Gamow (y) um observador da estacdo mede vel ocidades de magnitude [V,| = 0.7 c e
|\7ﬂ| = 0.8 ¢ para as naves, e localiza Bethe umadisténciad = 100 000 Km.

4- @) (1.0val.) Qual é avelocidade com que Bethe se aproxima de Alpher vista pelo piloto desta?
e UsandoV =v,=0.7cevy= vg=-08c obtemos
Vg—Vo

V(ZB = W =-0.961538c¢c (430)
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4-b) (0.5val.) Qual éadistanciad, entre as naves que o piloto danave Alpher mede no instante em que passa por
Gamow?

e A transformada de Lorentz das coordenadas x = d, no instante t = 0, do referencial da estacdo Gamow para o
referencial de Alpher, que se desloca com velocidade V = v,,, localiza al a nave Bethe na posi¢do X' mas no

instantet’ < 0.

L L 4= _03267s (4.31)

X, = ——=——d = 140028 Km : t)= —————
\ 1=V /0)2 \ 1-(Ve/0)? c?

e Noinstantet’ = 0, adistancia de Bethe a Alpher é neste referencial moével

Ao = Xo — Vo t = 45778.4Km (4.32)

4- ¢) (1.0 val.) Quanto tempo é que o observador em Gamow estima que as haves tém até se cruzarem, se mantivessem as
mesmas Vel ocidades? Quanto tempo é que o piloto de Alpher mede até se cruzar com Bethe?

. d
e No referencial de Gamow v, 6t — Vg ét, =d = oty = = =0.22s
d(l
e Visto do referencial de Alpher 6ty = \/1 - (Vo /C)? 6t, = V—B = 0.16s
ap
1 1 v vy -V
e NB: Transformadasde Lorentz: X' = ———=(x-Vt) ; t'= —— (t - = x) ;o=
V1-(V/e2 V1-(V/e2 °2 1—%

4-d) (1.0val.) Um morcego voa com velocidade horizontal constante de 15 Kh—m em direccdo a uma parede vertical de

uma caverna. Assumindo que a velocidade do som na caverna é 340 E qual afrequénciado eco reflectido na

parede que o0 morcego ouvira se ele for capaz de emitir um som com frequéncia 60 kHz ?

fr= =M £ = 61.49kHz (4.33)

Vs—Vm

4- e) (0.5val.) Se o morcego detectar 0 eco 0.5 s depois de emitir o som, a que distancia se encontra da parede?

e Sed éadistancia do morcego a parede quando emite o0 som, o tempo 6t = 0.5 s que levaaouvir 0 eco € asomado
tempo 6t; que o som levaachegar a parede e o tempo dt, que 0 eco leva a chegar ao morcego

d
oy = d=""Y5t = 8m
§t=6ty +6t, com s = 2 (4.34)
—V,
Sty = —— d=d-vpét = 84m

Vs

4-f) (1.0 val.) Se aonda sonora que o morcego emite for harménica (i.e. do tipo Asin(kx = wt)) qual &
i) A frequéncia angular w. iii) O nimero de ondas k.
ii) A velocidade de fase v. iv) O comprimento de onda A.

i)w:2nf=120nx103% i) v=340" iii) k:%:i—;x103m‘1 iv) A:ZT”:13—7X10‘3m (4.35)

Vs—Vy

e NB: Efeito de Doppler: T/ = fo

Vs—Ve
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